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Die ebene und sphirische Welle 
im polydimensionalen Raum. 


Von 
A. Sommerfeld in Minchen. 


Bei einer gréBeren akustischen Arbeit (Schallfeld einer als Ganzes schwin- 
genden kreisférmigen Platte) stieB ich auf gewisse Beziehungen zwischen 
Besselschen Funktionen, von deren Richtigkeit ich mich zuniachst durch 
Induktion tiberzeugte. Prof. R. Straubel in Jena verdanke ich den Hinweis 
darauf, daB ein sp2zieller Fall dieser Beziehungen vor Jahren von G. Bauer") 
bewiesen worden ist. In § 1 leite ich das Bauersche Resultat in der Sprech- 
weise der mathematischen Physik ab, indem ich von der bekannten Ent- 
wicklung einer ebenen Welle im dreidimensionalen Raum nach Kugelfunktionen 
ausgehe. Es war mir von da aus einleuchtend, daB die von mir gefundenen 
allgemeineren Beziehungen aus der analogen Entwicklung einer ebenen Welle 
im polydimensionalen Raume folgen miiBten. Dies wird in den §§ 2 und 3 be- 
wiesen werden. Bei der in § 4 angedeuteten Vervollstindigung dieser Ent- 
wicklungen hat mich mein stets hilfsbereiter Kollege O. Perron freundlichst 
unterstiitzt. 

In § 5 wird die polydimensionale Darstellung der ebenen Welle, welche 
in Gl. (2. 3) benutzt wurde, als Grenzfall aus der entsprechenden Darstellung 
der Kugelwelle abgeleitet. Diese selbst erscheint in § 6 als Spezialfall einer 
allgemeinen Formel fiir die Greensche Funktion der Schwingungsgleichung, 
welche ich vor nunmehr 30 Jahren in dem Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung?) begriindet habe. 


§1. 
Die ebene Welle im dreidimensionalen Raum. 


Wir bezeichnen den Laplaceschen Operator im Dreidimensionalen mit 4, 
um denselben nachher im (p + 2)-Dimensionalen mit 4, bezeichnen zu kénnen. 
Die dreidimensionale Wellengleichung lautet dann 


(1.1) 4,u+ hu = 0. 
1) Sitzungsber. d. bayer. Akad. d. Wiss. 1875, S. 247. 
*) Bd. 21 (1913), S. 309; vgl. imsbesondere S. 342. 
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Ihre einfachste Lésung ist die ebene Welle _ 
( 2) ei ** on ei trcos? Sum 
zusa 


Wir schreiben statt dessen, indem wir die Einfallsrichtung von # = 0 nach 
6=?, yp = ¢’ veriegen: (1.1 


(1. 3) ef Fr oS cos O = cos i cos # + sin sin # cos (py — g’). 
Wir 


Wohlbekannt ist die folgende Entwicklung’) liche 
(1.4) etres@— YS (2m + 1)iJ,, 2 (k 1) P, (0088) 
n=0 mar 
und das Additionstheorem ‘*) wen 
+n 
A\ — y’ (n—|m|)! pim| | m | ry tm (o—q’) 
(1.5) P,(cosO) = ) Ll P'i™! (cos 8) Pi™' (cos 0’) € , 
aH, Fim 
= n , mul 
Wir setzen hier p = 0, # = # = =. Dann wird nach (1. 3) 
(1. 6) cos @ = cos 9’. (1. 
Wir bilden nun den Mittelwert 
, 2 2x Da 
(1. 7) M, = =~ | P,(cosO) dy’ = — | P, (cos g’)d¢’. 


e 
~~ 
— 


0 ) 


a 


Aus (1.5) ergibt sich, da alle Glieder mit m + 0 verschwinden: 





Gl 
(1. 8) M,, = (P,,(0)F. 
Dieselbe Mittelwertbildung, an (1.3) vorgenommen, bedeutet eine facher- (1. 
formige Superposition von ebenen Wellen in der gemeinsamen Einfallsebene 
z = 0. Dabei entsteht auf der linken Seite von (1. 4) R 
€ 
] kr cos o' , 5 
(1. 9) oa | ekrcose' da’ = Jo (kr). (1. 
0 
Rechts erhalt man wegen (1. 8) Al 
(1. 10 Vez y (2n + 1)i* J (kr) [P,, (0)}* : 
. ) Skr & - n+1/2 i+ n . un 
n=0 ‘ 
enemas gli 
%) In Frank-Mises II, 2. Aufl., 8. 865, habe ich bei der entsprechenden Gleichung 2: 
die Heinesche Bezeichnung y,(z) = ) x J +179) benutzt. 
2 (1 


*) Die hier vorkommenden P™ sind die sogenannten ,,Zugeordneten Kugel- 


funktionen“ (tesserale Kugelflachenfunktionen, wenn man den Faktor e*™® hinzu- 
nimmt). 
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Bekanntlich verschwindet P,,(0) bei ungeradem n. Man wird daher statt » als 
Summationsindex s = 2 meinfiihren und die Gl. (1. 9), (1. 10) folgendermaBen 
zusammenziehen : 


(1.11) Jo(kr) = Pots DB’ (45 + 1)(— 1)'Jeorsip (hr) [Pos (OF. 
s=0 


Wir haben auf diese Weise einen Zusammenhang zwischen J, und der unend- 
lichen Folge der halbzahlig indizierten Funktionen J,,, 1. gefunden. 
Eine ganz analoge Darstellung fiir J,(kr) bei ganzem positivem » erhilt 
‘ ‘ nm 
man aus (1.4), wenn man wieder # = # = =, p = O setzt und nach 9’ 


von 0 bis 2 integriert, nachdem man aber vorher mit 
l v (g’ — 2/2) 
— 4 — his 
in © 


multipliziert hat. Wir benétigen dann den folgenden Mittelwert 


nm 


“hd 


1 
(1. 12) N. = 55 
; 


P,, (cos ¢’) e*?' dq’. 


Da in (1.5) jetzt alle Glieder mit m + » verschwinden, erhalt man 


N, = “—")' (Px (0) 7. 
(1. 13) 0 = ey LPs (0) 


Gleichzeitig entsteht aus der linken Seite von (1. 4) 


1 
n 


(1. 14) 


0 


22 

k os ¢’ ¥ (@’ — 2/2) 
[ @ rcosy’ piv(g’—2 dg’ = J, (kr). 
0 
Rechts erhalt man wegen (1. 13) 


rs ! 
(1. 15) Ven D) (2m +1) "Ins ia(ke) ae (P* (0). 
n=» 

Als untere Grenze der Summation haben wir hier n = » geschrieben, nicht 
n = 0 wie in (1. 4), weil P* bekanntlich fiir »y > m verschwindet. Da P* (z) 
ungerade ist bei ungeradem m — v, so verschwinden auch hier die Summen- 
glieder abwechselnd. Fiihrt man den neuen Summationsindex s ein durch 
2s =" —», so kann man (1. 14) und (1. 15) zusammenfassen zu: 


co 


(1.16) J,(kr) = P55- S (48 + 2y + 1)(-1)'x 
a sa 0 


28)! . 
x Javsrsre (Ft) BE [Phe OE. 


1* 
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Den in Gl. (1.16) enthaltenen Zusammenhang zwischen dem ganzzahlig inds- 
zierten J, und der unendlichen Folge der halbzahlig indizierten J 
allgemeinert Gl. (1. 11). 

Gl. (1.11) wurde bereits von Bauer |.c. bewiesen, ebenso Gl. (1. 16) 
fir y = 1. 

Wir tragen noch die Zahlenwerte) fiir P,(0) und P*(0) nach. Es ist 


2e+v+1/2 VET- 


(2 8)! 
. P,, (0) = (— 1)" 2%! 
(1. 17) | Pao (0) = (— 1" 
P2, +1 (0) = 0 
> (28+2y)! 
FO = (- 1) ee 
(1. 18) vomits mare 


Poe+v+1 (9) -_ 0. 


§ 2. 


Die ebene Welle im p + 2-dimensionalen Raum. 
Statt (1.1) haben wir jetzt als Wellengleichung: 
(2.1) 4,u+ ku = 0. 
Ein Integral derselben vom Charakter der ebenen Welle ist wie in (1. 2) 


(2. 2) eikz a ei *r cos A 


Hier bedeutet z eine beliebige der p + 2 rechtwinkligen Koordinaten. # ist 
der Winkel zwischen der Achse z und der Richtung vom Nullpunkt 0 nach 
dem Aufpunkt P, r der polydimensionale Abstand von 0 nach P. Die folgende 
Entwicklung der Funktion (2. 2) riihrt-von Gegenbauer®) her: 


(2.3) ettreoss — (2 p (2) S" (n + £) ® Jnspie (kr) C2? (cos 8). 
n=0 


Zur Erlaiuterung derselben diene folgendes: Die sphirisch symmetrische 


Lésung der Potentialgleichung 4,4 = 0 ist bekanntlich u = r~” oder etwas 
allgemeiner 


(2. 4) u= R-?, R2 = 2 + 1? — 2rr9 cos #. 


5) Die Zahlenwerte (1.17) lassen sich unmittelbar aus der wohlbekannten erzeu- 
genden Funktion der Kugelfunktionen ablesen, wie wir in allgemeinerem Zusammen- 
hange bei den Gleichungen (2.5) und (3. 11) sehen werden. 

*) Vgl. Watson, Theory of Bessel Functions. Cambridge 1922, 8. 368, Gl. (2) 
in etwas abgeinderter Bezeichnung. Hier auch Literaturangaben iiber zahlreiche 
Originalarbeiten von Gegenbaver in den Sitzungsberichten der Wiener Akademie. 


(2. 4) 
tione 


(2. 5) 
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(2. 4) dient als erzeugende Funktion fiir die in (2.3) vorkommenden Funk- 
tionen C,. Gegenbauer setzt namlich 





— 1 “a 7 r\" wie 
(2. 5) == 27 (|—} Cr” (cos 8). 
(14 (£)'—2£ cose)" a, \s) ? 


Dieser Ansatz geht fiir p = 1, dreidimensionaler Raum, iiber in die bekannte 
Definition der Legendreschen Polynome; man hat also insbesondere 


(2. 6) C1? (cos #) = P,,(cos #). 


Beim Ubergang von der Potentialgleichung 4,u = 0zur Wellengleichung (2. 1) 
bleibt der winkelabhingige Teil der Differentialgleichung ungeandert und 
wird nur der von r abhangige Teil derselben modifiziert. Dieser lautet im 
Falle der Wellengleichung fiir das n-te Reihenglied u,,: 





- @u, , p+idu, 2 _ *(n+>P) _ 
(+ 7) za tt yet (B — )  H0 


Seine fiir r = 0 stetige Lésung ist 
(2. 8) u, = PP J, ye(kr). 
Die entsprechende Lésung von (2.7) im Potentialfalle (k = 0) ist 
t, ="; 
sie geht ersichtlich aus (2.8) hervor, wenn man k > 0 gehen laBt und eine 
geeignete multiplikative Konstante hinzufiigt. 

Hiermit ist die Bauart von Gl. (2.3) sowohl hinsichtlich ihrer #- wie 
ihrer r-Abhangigkeit geklart. 

Wenn wir zur weiteren Verwertung von (2. 3) dem in § 1 eingeschlagenen 
Weg folgen wollten, miiBten wir uns auf das Additionstheorem der C?” 
stiitzen. Ein solches ist zwar von Gegenbauer abgeleitet, hat aber eine ziemlich 
komplizierte Form’). Einfacher gelangen wir zum Ziel, wenn wir direkt 
aus der Definitionsgleichung (2.5) der C die Mittelwerte 


2a 
, 24m rs ' 
(2. 9) M,= = | CP (cos #) d @, 
0 
22 
(2. 10) N, = 5 | CP!8 (cos 0) ef”? dd 
0 


berechnen. Dies wird im folgenden Paragraphen geschehen. Gegenwartig 
wollen wir unter Benutzung der Abkiirzungen M,, und N,, unsere Betrachtung 


7) Vgl. Watson, I. c. 8.378 unten. 
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der Gl. (2. 3) zu Ende fiihren. Wir integrieren sie, nach Division mit 2, von 
0 bis 22 und erhalten mit Riicksicht auf (1. 9) 
2 \pi2 yy 
(2.11) Jo(kr) = (EY (2) Dd’ (n+ 3) ens pe (kr) My. 
Andererseits ergibt sich nach Multiplikation mit 
R! e! ¥ (9 — 2/2) 


2a 


durch dieselbe Integration mit Riicksicht auf (1. 14) 


(2.12) J, (kr) = (EV r(Z) Dd’ (m+ 2) i" Insye (Er) No. 


n=O 


§ 3. 
Berechnung der Mittelwerte M,,, N,,,. 
Diese gestaltet sich verhiltnismaBig einfach, wenn wir p als gerade Zahl 
annehmen (p = 2 vierdimensionaler, p = 4 sechsdimensionaler Raum utsw.). 


Wir setzen also in (2. 5), unter g eine ganze, unter z eine beliebige Zah! ver- 
standen, 


(3. 1) p= 24, —_=f 
und erhalten durch die in (2. 9) definierte Mittelung 


(3. 2) . __¢? 





my 
- ——-=«= » On. 
J] (1+22—2 = cos #)*% ha, ’ 


Die linke Seite dieser Gleichung l48t sich in der Integrationsvariabeln 


- i? 
ite 
¢é é 


bequem nach dem Cauchyschen Satz berechnen. (Bei wngeradem p ware das 
wegen der dann vorhandenen Verzweigung nicht ohne weiteres méglich.) 
Die linke Seite von (3.2) wird namlich, in é geschrieben: 
. g-ldé 
(3. 3) . _— p re 4 Ree ee | 
=m ((1+ 2% E—a (1+ &%)) 
wobei die Integration auf dem Einheitskreise der &-Ebene zu fiihren ist. Der 
Nenner in (3.3) 1a8t sich umformen in 
(& — x)* (1 — x); 
er verschwindet also nur fiir 


1 
—€=z und f= — 


Mi 
de: 
scl 
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Setzen wir |x| < 1 voraus, so liegt nur der erste Wert innerhalb des Einheits- 
kreises. Auf diesen Wert kénnen wir die Integration in (3.3) zusammen- 
ziehen. Wir schreiben daher statt (3. 3) 


1 f(€) 
‘ dé 
aes on ip (¢ — 2)! 


mit der Abkiirzung 


g- L\-¢q — 2 —_ s+q- 
5) f@) = br — ate = DY (—y(|8) were, 


8 


Daraus entsteht durch (q — 1)-malige Ableitung nach & 


(3. 6) fa-) (£) = Pe : ; hd bs wt bt, 
=O 
was fiir § = z= liefert: 


aii fa- (a) = YS (— 1p (2) ER ae 


«=0 


Mit (q¢ — 1)! dividiert ist dies aber gerade der nach Cauchy berechnete Wert 
des Integrals (3.4) und daher auch der der linken Seite von (3.2). Wir 
schlieBen daraus auf die folgende Identitat: 








. ) @+a—0)! ST e+ a—D! 2 5 
ie 4 nadie yew )"a@— * ‘= Dial ah 
Infolgedessen gilt fiir gerades bzw. ungerades n (n = 2s baw. = 28 + 1): 

— [+9—)!7? 
(3. 9) _e Pare’ 
Moe+1 = 0. 


Diese Resultate sind allerdings nur fiir ganzes g, also gerades p abgeleitet. 
Wenn wir sie allgemein auch fiir ungerades p in Anspruch nehmen wollen, 
miissen wir jedenfalls die Fakultéten durch J-Funktionen ersetzen. Wir ver- 
allgemeinern sie also vermutungsweise fiir beliebiges p zu: 


r(s+4) ' 
(3. 10) M., = | ————— |, Mees1 = 0. 
r+ r(Z) 


Wir kénnen diese Aussage vereinfachen, wenn wir nochmals auf (2. 5) zuriick- 
gehen und daselbst 
cos # = 0 
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setzen. Dadurch entsteht, wenn wir die linke Seite sogleich binomisch ent- 
wickeln und z statt r/ro schreiben: 


> (~?") a= DS’ 2 c72 (0, 
s=0 n=0 
also 
| yp 
Pp ris+s 
(3.11) OF? (0) = (— 2) = (—-19 Bi ac | cp? (0) =0. 
a, r(s+1) r(z) 


Statt (3.10) kénnen wir daher einfach schreiben 
(3. 12) M,, = (Cz? (0)P. M2,4, =9. 


Da nun fiir p = 1 nach (2. 7) CO?” in P, iibergeht, geht gleichzeitig die erste 
Gl. (3. 12) in (1. 8) iiber, wihrend die zweite Gl. (3. 12) im Falle p = 1 offenbar 
auf das Verschwinden von P,,,,(0) herauskommt. 

Mit Benutzung von (3.10) und Einfiithrung des Summationsindex s 
statt  laBt sich (2.11) in die Form schreiben: 
(3.13) Jo(kr) = (B)r(S) D (2s + 2)(-1" x 


e=0 


r (+8) 
X Jee+pi2 (kr)|} —————— 
re+1r() 
Man iiberzeugt sich leicht, daB diese Gleichung unsere fiir p = 1 giiltige 
Formel (1.11) auf beliebige p erweitert. 

In ahnlicher Weise wollen wir den in (2. 10) definierten Mittelwert N,, 
auswerten. Wir fiihren also wie in (3.1) p und z ein und schlieBen aus (2. 5) 
auf die zu (3.2) analoge Beziehung 

2a ‘ @ 
(3. 14) : ted 1 = )' oN, 


2a (1+-2? — 22 cos 8)? 
0 





n=0 


Einfiihrung der komplexen Variabeln £ transformiert die linke Seite ent- 
sprechend (3.3) und (3. 4) in 





1 getr-2 ae 1 9 (é) 
3. 15 =— = =— d—— d 
( 5) 224 (1+ 2% é—2(+ &%)@ 224 (€—2)* 
mit der Abkiirzung: 
(3. 16) g(&) = g¢*""1(1 — w€)-€ 
7 


= (— 1)" wy af Ett gte—1 


lI 
° 


Die | 


dara 


(3. 1 
Dies 
aucl 


Idex 


(3.1 
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Die (q — 1)-te Ableitung nach & lautet 


gf? - n= S(- 1! (— es wo & +; 


s=0 
daraus folgt fiir = z und nach Division mit (q —1)! 


os) 


- g@~Y (2) _ vane (8) C4+-94+-9—7)! .2,,, 
oF ‘(q—1)! Px 1) ( 8 ) @tyi@ain” 7 





Dies ist nach dem Cauchyschen Satz der Wert des Integrals (3. 15) und daher 
auch der der linken Seite von (3. 14). Wir haben also die fiir jedes =z giiltige 
Identitat : 


F © jf + y—1)! 
. N, 2* = == 3) q (s+¢+¥—1)! 2e+y 
— 2, ” 2! 1 (S) @ent@=Di ® 
Daraus ist zunachst zu schlieBen, daB N,, = 0 ist, wenn n nicht die Form 
n = 28+» hat; also gilt: 


(3. 19) N = 0. 


2s+v+1 
Sodann folgt, wenn man auf der linken Seite von (3.18) m = 2s + » setzt, 


durch Koeffizientenvergleichung mit der rechten Seite 


Q ¢ j = —q)\ @+9+r—})! _ (¢+¢—1)! (8+9+%—1)! 
(3.20) Noss, = (—1) ( 8 ety @=iy ~ st q—1)! (s+)! (q—1)!° 





Um dies sogleich auch auf ungerade p auszudehnen, schreiben wir statt (3. 20) 


r(s+ ) r(s+5+») 


(3. 21) Nesey = 





"3 | r9|"8 


r(s+1) r(£) re+»+1 r(4F) 

Wir gehen mit diesem Wert in (2. 12) ein, nachdem wir dort » durch 2 s + » 
ersetzt und die Summation nach ® in eine solche nach s umgeordnet haben. 
Es ergibt sich 


Dd (28+4 5) SP x 


(3.22) J, (kr) = (=) 


o™ < 


r(s+4) r(st+v+2) 





Xx Jee+v+pia (kr) PD \ 
rist+vt+ 1 r(>) 
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Diese Forme]®) ist das zusammenfassende Endergebnis unserer bisherigen 
Betrachtungen. Fiir vy = 0 folgt daraus (3. 13), fiir p = 1 erhalt man (1. 16), 
und bei weiterer Spezialisierung (1.11). Setzt man in (3.22) p = 0 (zwei- 
dimensionaler Fall), so verschwinden rechts wegen [°(0) = © alle Glieder 
mit Ausnahme desjenigen fiir s = 0, und man erhalt die Identitaét J, (kr) 
= J (kr). 


§ 4. 


Verallgemeinerung fiir beliebiges p und Nachtrige betr. die ,,allgemeinen 
Kugelfunktionen“, 


Die Berechnung unseres Mittelwertes M,, fiir beliebige, nicht ganze q 
]4Bt sich nach O. Perron folgendermaBen durchfiihren: Man entwickle den 
Nenner in (3. 2) binomisch nach Potenzen von cos # und fiihre die Integration 
nach # gliedweise aus. Dabei hat man die Formel zu benutzen: 

2 
1 
22 
0 


| 
| 
-~ 


@ | 


28)! 


ts! ° 


(4.1) cos2* od? = 


we 


28 


Die zunichst nach Potenzen von (z/1 + 2*)? fortschreitende Reihe ordne 
man nach Multiplikation mit (1 + 2*)~? und abermaliger binomischer Ent- 
wicklung der negativen Potenzen von 1 + 2? nach Potenzen von 2. Es er- 
gibt sich 


(4.2) S°M,2* =1— 422 F(q+, 11,1) + 2429 wF(q+2, —2,1,1)+ 


q(g+1).-- @+s—1) 7 : ' 
-+(—1)— er a2*F(q+s, —s, 1,1) + --- 
Die F sind abbrechende hypergeometrische Reihen. Koeffizientenvergleich 
der linken und rechten Seite in (4. 2) liefert 


-(¢-+re—}) » 


, 


— (— 1 29+) 
M2, — ( 1) 1 


(4. 3) 3 (+8, —s,1, 1), 


Mz ,+1 = 0. 
Nun reduziert sich die hypergeometrische Reihe, wenn ihr viertes Argument 


gleich 1 ist, auf J-Funktionen nach der Formel 


rv) Pe—e— 
(4. 4) F (a,B,y,1) = pee 


8) Einen Spezialfall dieser Gleichung hat E.W. Hobson, Proc. London Math. 


Soc. 25 (1894), S. 68 abgeleitet, und zwar ebenfalls mit polydimensionalen Methoden. 
Die Hobsonsche Gleichung (22) ergibt sich nimlich aus unserer Gl. (3. 22), wenn man 
in dieser p = 1, vy = '/, (p’ — 3) setzt. 


ne 
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Das bedeutet in unserem Falle: 


r(1—gq) 


a ss Gee P (8+9) 
r'(i—q—s) '(s+1) 


Y re Pieri 


I’ (q) '(s+1)° 





(4.5) F(q+-s, — s,1,1) 


Setzt man dies in (4.3) ein, so folgt direkt Gl. (3. 10), mit q statt p/2 ge- 
schrieben. 

Die entsprechend verallgemeinerte Berechnung des Mittelwertes N, lauft 
folgendermaBen: Ausgehend von (3. 14) benutze man statt (4.1) die Formel 


22 
. 


| ~~ 


ef F cos?*+” Pd? — - 1 (28+)! 


4.6 
{ 92+” (s+)! a!" 





no 
a 


Statt (4.2) erhilt man durch die angegebenen Umordnungen der Potenz- 


reihen 





(4.1) SN, at = WED FID) gf 1 — 24" a2 F (g+v+1,-1, v+1, 1)+ 


a vy! 


+ (e+ v) (ero?) a F (g 2,-2,7+1)+...| 


I: on | 


und von da aus an Stelle von (4. 3): 





(4. 8) N = ( 4 1)? q(g+1)... (@Q+»+s—1) F (q Kod 


a 
7 vis! 


s, —s,v+ 1,1), 


N, 


Ys Bes 


va, = 0. 


Dies 14Bt sich aber mit Hilfe von (4. 4) leicht in (3.21) umrechnen. 

Die durch (2.5) fiir jedes g + 0 definierten Funktionen C%(z) heiben 
bei Nielsen®) ,,Allgemeine Kugelfunktionen“ und werden dort mit K*" be- 
zeichnet; sie sind ihrerseits hypergeometrische Reihen mit dem Argument 2z* 
und geniigen der Orthogonalitétsbedingung 


+1 
(4. 9) { (1 —22)?-"202(2)0%(2)dx =0 fiir m + n, 


-1 


welche, wie Herr Perron gefunden hat, schon in einer nachgelassenen Arbeit 
von Jacobi) vorkommt. 


®) Handbuch der Theorie der Zylinderfunktionen. Teubner 1904. 

1) ©. G. J. Jacobi, Crelles Journ. 56 (1859), S. 149; vgl. insbesondere § 6. Die 
in § 5 daselbst definierten Y,, sind identisch mit unseren C, und bis auf einen Faktor 
spezielle Falle der in § 6 behandelten X,,. 
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Ursprung und Bedeutung des in (4, 9) auftretenden ,,Gewichtsfaktors“ 
(1 — 22)?-*!2 wird sich aus § 6 ergeben. 

Die Jacobischen Rechnungen enthalten auch den Wert des Integrals (4. 9) 
fiir m = n; man findet dafiir: 


1 
229-1 Pin +429) m(a+5) 


(4. 10) n+q I(n+1) T(2¢) ° 





Fiir ¢g = } (d. h. p = 1) entsteht aus (4.9) und (4. 10) die altbekannte 
Orthogonalitét und Normierung der gewéhnlichen Kugelfunktionen des 
dreidimensionalen Raumes. 


§ 5. 
Die Kugelwelle im polydimensionalen Kaum. 


Die Darstellung (2.3) der ebenen Welle im Raume von p + 2 Dimen- 
onen laBt sich auffassen als Grenzfall einer Reihendarstellung der poly- 
dimensionalen spharischen Welle, die wir zunachst ohne Beweis angeben wollen. 
Eine winkelunabhangige, d. h. spharisch symmetrische Lésung der Wellen- 
gleichung (2.1) ergibt sich aus (2.8), wenn wir dort » = 0 setzen. Die so 
erhaltene Lésung 


(5. 1) uy = rPP J oo (kr) 


verhalt sich im Nullpunkte regular; sie l4Bt sich aber in eine ausstrahlende 
und einstrahlende Welle zerlegen, die im Nullpunkt ihre Quelle bzw. Senke 
hat, vermége des Zusammenhanges zwischen den Besselschen Funktionen J, 
und den beiden ebenso indizierten Hankelschen Funktionen H} und H?: 
(5. 2) J, = 4(H! + H?). 
Wir interessieren uns wegen ihrer physikalischen Realisierbarkeit wesentlich 
fiir die ausstrahlende Kugelwelle, betrachten also statt (5.1), indem wir 
sogleich wie in (2.4) den Quellpunkt von r = 0 nach R = 0 verlegen: 


(5. 3) to = (kR)-?? H2, (ER). 


Der Zeitfaktor wird dabei in der Form exp (— swt) vorausgesetzt, damit sich 
als Phasenfaktor fiir groBe R vermége des asymptotischen Verhaltens von H 
ergibt 

ef (ER-wt) 


also eine Phasenfortpflanzung im Sinne der zunehmenden R bei zu- 
nehmendem t. 





entv 


(5.4 


Im 
Die 


vol 
str: 


(5. 
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Wir behaupten nun, da8 fiir die Funktion (5.3) die folgende Reihen- 
entwicklung gilt: 








H), (k R) . Jn+pie (FP) 
7 plz — gep(2 + £)(— 1p 2 
(5.4) “gape = 2 (5) D'(* z) (—) (kr)? 
HB. on (Ed) 
n+pi2 /2 
~~ (cos #) 


Zur Erklarung der Bezeichnungen diene folgendes: Wir denken uns im (p + 2)- 
dimensionalen Raume die Achse vom Quellpunkt Q nach dem Nullpunkte 0 
gezogen und nennen rp den Abstand von 0 nach Q. Der Abstand von 0 nach 
dem Aufpunkt P heiBe r, der Winkel, den 0P mit der positiven Seite der 


—> 
Achse Q 0 bildet, sei # Dann ist entsprechend (2. 4) 
(5.5) R? = r2 + 13 — 2 rrq cos (a — 0) = 2 + 72 + 2rr9 008 #. 


Da wir sogleich den Grenziibergang rp > o vornehmen werden, haben wir 
schon in (5.4) vorausgesetzt 
> fT. 


Im entgegengesetzten Falle sind in (5. 4) r und ro miteinander zu vertauschen. 
Die entsprechenden Darstellungen fiir die einstrahlende Kugelwelle entstehen, 
wenn man auf beiden Seiten von (5. 4) bzw. von der daraus durch Vertauschung 
von r, 7 entstehenden Gleichung H? statt H‘ schreibt. 

Nehmen wir die halbe Summe der hiernach fiir die ausstrahlende und ein- 
strahlende Kugelwelle geltenden Darstellungen, so entsteht nach (5. 2) 





J... (kR) = J 
6) 2 = qe (P P) (_ yn Stet) 
0.) ~eRpA T(5) D'(n+ =) (— 1" (ere 
J k 
se CP? (cos 8). 
0 


Die Fallunterscheidung r > ro fallt bei ihr ersichtlich fort. 

Gl. (5.6) ist von Gegenbauer™) bewiesen worden. Sie kann als all- 
gemeinstes Additionstheorem der Besselschen Funktionen J bezeichnet 
werden. 

Bevor wir zum Beweise von (5. 4) schreiten, machen wir den Grenziiber- 
gang 75> ©, lassen also die Kugelwelle in eine ebene Welle ausarten, die 


11) Sitzungsber. d. Wiener Akad. d. Wiss. 70 (1875), 8. 6; vgl. auch Watson, l. c. 

8. 363, Gl. (2). Der Faktor (— 1)", der hier fehlt, riihrt in unserer G1. (5. 6) daher, daB 
—_> 

bei uns der Quellpunkt Q auf der negativen Seite der Achse Q0 liegen sollte, von der 

aus # gerechnet wird. Unsere Gl. (5.4) hangt mit Gl. (4) bei Watson S. 365 zusammen. 
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wegen der iiber die Lage des Que Ilpunktes Q gemachten Annahme in der — [ndex 


positiven Richtung der Achse Q0 fortschreitet. zur ™ 
Nach (5.5) wird mit r5 > @ (2. 1) 
R= ro(1 + —cos#+-- ‘) = ro + rcos®, 
To . 
k ist 


und nach der bekannten asymptotischen Darstellung von H! in erster Naherung 


Kons 
[3 ik(ro+rcos 9)- = 22 oe 
H! 3 k R F m 9 2 2 2/ 
pia (% 1) Vier? sie st 
entsprechend ; 
— iz p 1 (6. 2) 
[9 ikro— (n+ F+5) 
Hi. pi2 (kro) = Vax e . Hanc 
a: * F , ; : symn 
Einsetzen dieser Ausdriicke in (5. 4) liefert, wenn wir gemeinsame Faktoren : 
sogleich gegeneinander streichen: (6. 3) 
y ix (kr ) N ist 
5. ikrcos? — Dp/2 (n re J n+ pir pi2 
©.) ¢ r(s ) ” 2 jer * (erp? Cn (co s 0). (6. 4) 
Dies ist aber genau die Gegenbauersche Gl. (2. 3). besti 
Seite 
went 
3 6. dime 
Die Kugelwelle als Spezialfall der Greenschen Funktion. axial 
7 ' stelli 
Wir wenden uns nun zum Beweise von (5.4), den wir auf eine allgemeine Der 
. = ° ’ ° . - e 
Darstellung’) fiir die Greensche Funktion der Schwingungsgleichung zuriick- 
fiihren werden. Diese Darstellung wurde urspriinglich fiir dreidimensionale (6. 5) 
Gebiete entwickelt, iibertragt sich aber ohne weiteres auf unseren polydimen- Hier 
sionalen Raum. Sie lautet: ; 
diese 
7 2 
(6. 1) G (P,Q) = P “m Ym (P) w, Ym (@) gehé 
bY — km mitt 
P ist der Aufpunkt, Q der Quellpunkt der Greenschen Funktion G, wie bei der 
vorher betrachteten Kugelwelle, die sich als Spezialfall der Greenschen 
Funktion ergeben wird. u,, bedeutet die Eigenfunktion des vorgelegten so di: 
Gebietes, das wir zunachst im Endlichen -begrenzt denken wollen. Die Eigen- den 
funktionen bilden dann — nach Vorgabe einer homogenen Randbedingung, 
der auch @ zu geniigen hat — eine diskrete Schar und kénnen durch den uner 
es vorg 
12) Jahresber. d. D. Math.-Vereinigung XXI (1912), S. 209, im folgenden mit Aus: 
D.M. VY. zitiert. Die entsprechende Forme] wird, insbesondere fiir eindimensionale : 
mac’ 


Probleme, in der Theorie der Integralgleichungen mit allen erforderlichen Konvergenz- 
betrachtungen bewiesen. Meine Ableitung griindete sich auf die Einfiihrung einer 
,,Zackenfunktion** (jetzt gewéhnlich ,,Diracsche 6-Funktion“ genannt). 
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Index m abgezahlt werden. Sie sind auf 1 normiert zu denken. k? ist der 
zur m-ten Eigenfunktion gehérende Eigenwert, d.h. die Konstante der nach 
(2.1) geschriebenen Wellengleichung: 


A, Um + k2u,, = 0. 


m 
k ist die fiir die Greensche Funktion vorgeschriebene Wellenzahl, d.h. die 
Konstante der Gleichung 

4,G6+FPG=0; 
sie soll mit keinem der Eigenwerte zusammenfallen: 
(6. 2) k + &... 
Handelt es sich speziel] um ein spharisch begrenztes Gebiet, so hat die axial- 
symmetrische Eigenfunktion ahnlich wie in (2.8) die Form 
a ¢ T »~ pi2 
(6. 3) t,(P) = Nr? J, 2 (km) Ch!” (cos #). 
N ist der Normierungsfaktor, der sich aus der Bedingung 
(6. 4) juzdr=1 

. C . y* . . > . . 

bestimmt. # ist der Winkel zwischen dem Radiusvektor r und der positiven 
Seite einer vorgegebenen Achse A. Die Eigenfunktion heift axial-symmetrisch, 
wenn sie nur von diesem Winkel # abhingt und von den iibrigen poly- 
dimensionalen Winkeln unabhangig ist. Wenn die Greensche Funktion 
axiale Symmetrie besitzen soll, was wir annehmen wollen, so sind bei der Dar- 
stellung (6.1) nur Eigenfunktionen der gleichen Symmetrie zu benutzen. 
Der zu (6.3) analoge Ausdruck von w,,(Q) lautet: 


+ i _ n,-PR a_i (+P) _ 
(6. 5) tp, (Q) —_ N ro J n+ pia (Km ro) (—1) I'(n +1) I (p)° 





Hier bedeutet rp den Radiusvektor nach dem Quelipunkt Q. Denken wir uns 
diesen wie vorher auf der negativen Seite der Achse A gelegen, so ist der zu- 
gehérige Winkel #) = 2 und aus der Definitionsgleichung (2.5) folgt un- 
mittelbar: 
y/2 (— [(n + 
o2"(—1) = (~$) = (I een 

so daB die in (6. 5) rechterhand stehenden Zahlenfaktoren nichts anderes als 
den Wert von C?'? (cos Hp) fiir %p = a bedeuten. 

Wir gehen jetzt von dem sphirisch begrenzten endlichen Raum zu dem 
unendlichen Raum iiber. Dann miissen wir auBer der beim begrenzten Raum 
vorgeschriebenen homogenen Randbedingung (z. B. G = 0, u,, = 0) noch die 
Ausstrahlungsbedingung 18) fiir G hinzunehmen, um G eindeutig bestimmt zu 
machen. Gleichzeitig wird dann das Eigenwertspektrum, insofern es von 





18) D.M. V. §7, insbes. Gl. (23) auf 8S. 331. 
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dem radialen Bestandteil der Eigenfunktion w,, herriihrt, kontinwierlich und 
derart, daB es sich von k,, = 0 bis k,, = o erstreckt. Es entsteht also die teil 
Schwierigkeit, daB die Bedingung (6.2) verletzt wird. Dagegen bleibt das 
Eigenwertspektrum in Hinsicht auf den Winkel-Bestandteil diskontinwierlich. 

Wir teilen daher die Summation in (6.1) auf in eine Summation nach! !™f 
dem Index n des Winkelbestandteils C?? und eine Integration nach dem Eigen- 


wert k® des radialen Bestandteils von 0 bis ©. So entsteht aus (6. 1): (6. 
— (Hip +2) oo sass 6 

(6.6) G(P,Q) = 2 (1 Fe py OF” (008 8) (r'70)- x ( 
Sr Die 

2k, dk 

x | At N2 Jy + pi2 (km r) J n+pi2 (km To). rec 
0 ' mi 
Der Integrationsweg mu8 hier wegen der Schwierigkeit, die in der Verletzung in 
von (6. 2) besteht, dem kritischen Punkte k = k,, im Komplexen ausweichen. au 


Es zeigt sich nun erfreulicherweise, daB wir der Ausstrahlungsbedingung _ta' 
einfach dadurch geniigen kénnen (D. M. V. Fig. 3, 8. 342), daB wir bei der tio 
Integration von 0 bis © den kritischen Punkt links lassen, also in die negativ- 
imaginare Halbebene ausweichen. (Beim Ausweichen in die positiv-imaginare Ne 
Halbebene wiirden wir der ,,Kinstrahlungsbedingung“ geniigen.) In 
Die Ausstrahlungsbedingung bezieht sich auf sehr groBe Radienvektoren r, Ki 
fiir die jedenfalls gilt r > r9. In dem Produkt der beiden Funktionen J unter (6 
dem Integralzeichen von (6. 6) ist also die erste bei GréS8enabschatzungen mab- 
gebend. Wir benutzen fiir diese (5. 2) und zerlegen dadurch das genannte Pro- 
dukt in zwei Bestandteile. Nun verschwindet H(k,,r) [auch nach Multiplikation 
mit J(k,, 7 )] im Unendlichen der positiv-imaginaéren Halbebene, H2(k,, r) in 
dem der negativ-imaginaren Halbebene. Wir werden also das Integral iiber 
unseren zweiten Bestandteil nach unten hiniiberziehen, das iiber unseren 
ersten Bestandteil nach oben, wobei dieses letztere an dem kritischen Punkte 
k,, = k hangenbleibt. Die Integrale iiber die negativ- bzw. positiv-imaginare 
Halbachse des zweiten bzw. ersten Bestandteils heben sich gegenseitig auf) 


el 


4) V.D.M. 8.342, Anm.3. Zu der dortigen Gleichung, die wir fiir unseren D 
gegenwartigen Zweck schreiben: ( 

nm ix 

i= oa 
Hi (¢ 2 e) = e700 ge (e 2 e), q=n+ z. e = |k, |", d 
fiigen wir hinzu: I 

ss _ia 
J,(¢ Fa) = 07 J,(¢ Fe) Go = | knit ( 
und schlieBen daraus: 

in ix ia in I 


#3 (aaa) ~—9 Fa Fa) ) 
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und es bleibt nur das mit 2 7¢ multiplizierte Residuum des ersten Bestand- 
teils im Punkte k,, = & iibrig. Dieses bestimmt sich ersichtlich zu: 


— ni NH}, (kr) Iq, yo(kr0)- 


n+ pi 


Infolgedessen geht (6.6) iiber in 


z=) 


Y -. (kr) J * 7 (kro) 
an oy Sia Meggh Ser crane, 
n=O vo 
; "(9 
(6. 8) A, = — ni N2(—1p—@ +?) 


P(n +1) I'(p)° 

Die rechte Seite von (6. 7) stimmt bereits der allgemeinen Form nach mit der 
rechten Seite der zu beweisenden Gleichung (5. 4) iiberein, wenn man in dieser r 
mit rp vertauscht. Letzteres ist deshalb erforderlich, weil wir in (6.7) r >1o, 
in (5. 4) dagegen, um den Ubergang zur ebenen Welle vollziehen zu kénnen, 
ausdriicklich ry > r vorausgesetzt haben. Ubrigens entspricht diese Ver- 
tauschbarkeit dem allgemeinen Reziprozitatstheorem der Greenschen Funk- 
tion G(P,Q) = G(Q, P). 

Es bleibt uns nur noch iibrig, den Koeffizienten A, aus (6.8), d.h. den 
Normierungsfaktor N? zu bestimmen. Letzterer ist gegeben durch Gl. (6. 4). 
In dieser wird iiber das Raumelement dr integriert. Statt der rechtwinkligen 
Koordinaten 2,22... 2» 9 fiihren wir Polarkoordinaten 
(6. 9) tf, B, Di, Pes --+> Dy 
ein durch den Ansatz: 

zr, = rcos #, 
Lo = rsin ? cos qj, 
t3 = rsin ? sin g, COS Po, 


Y4 = rsin P sin 7; Sin Pe COS Mz, 


=rsin?...SiN Py_1 COS Pp, 

Lo42 =rsind...sin Y,_18M Pp. 
Daraus berechnen wir die Linienelemente fiir jede der Koordinatenrichtungen 
(6. 9); wir finden leicht 
dr,rdd,rsin 0dg,,7r sind sin p, dpe... 7 sin Psin g,, sin Pe... 8iIN Py_14 gy. 
Ihr Produkt ist 
.- dt =r*'drdQ,dQ,, dQ, =sin? 6 dd, 
le dQ, =sin?~* p, sin?" g2...sing, , dg, dp2...dy,_, gy. 
Infolgedessen zerlegt sich N2 in drei Faktoren 


(6. 11) N? = N?-N$-N?. 


Mathematische Annalen. 119. 
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In Ubereinstimmung mit (6.4) werden wir diese Faktoren einzeln definieren 
durch 
N2{dQ, =1, N3{ [C2 (cos dP dQ, = 1, 
(6. 12) ~ 
N? ‘A (J n+ pi2 (Rr) r?** dr = 1. 

Das Integral iiber @. ist von 0 bis x zu erstrecken, ebenso die Integrale iiber 
91; Pa, ---» Pp—1; nur das Integral iiber y, geht von 0 bis 22. 

Wir betrachten zunichst das Integral itiber #. Dieses lautet nach (6. 10) 


(6. 13) { (C2? (cos #)} sin? 0 dd 
0 
oder, mit cos # = z und g = a geschrieben : 
+1 
j [C2 (a)}® (1 — a#)¢- “2 dz. 
“1 


Es ist also identisch mit dem Integral in (4. 9), wenn wir in letzterem m = n 
machen. Daraus verstehen wir die Bedeutung des hier auftretenden ,,Gewichts- 
faktors“. Er entspringt aus der Metrik des (p + 2)-dimensionalen Raumes 
und entspricht der Form unseres dQ, in (6. 10). 

Gleichzeitig kénnen wir nun den Wert von (6.13) direkt aus (4. 10) ent- 
nehmen. Das Reziproke desselben ist nach (6. 12) zugleich der Wert von N3. 
Wir haben daher 





Pp 
nz = "TO r@wrett) Fe _ 


(6. 14) QP Testy r(2t})" 
. 2 


Zur Vereinfachung fiihren wir die GréBe ein: 


ee MEE 
(6. 15) a « dQs = | sin 0.20 -2 of. 


0 
Der letzte Ausdruck rechts faBt die bekannten, sonst fiir gerades und un- 
gerades p verschieden lautenden elementaren Formeln zusammen. Indem wir 
ihn in (6.14) benutzen, kénnen wir schreiben 


(6. 16) N3 = 2n+p I'(p) (nm +1) 


pQ, Iin+p) 


Andererseits bestimmt sich N; nach (6. 12) durch das elementar auszuwertende 
Integral iiber dQ,, das wir 2, nennen wollen: 


(6. 17) Ni = —. 


q 
si 





(di 
sta 
kor 


wo 


lief 


un 
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Um schlieBlich NV, zu bestimmen, miissen wir das in (6. 12) hingeschriebene 
(divergente!) Integral nach dem Vorgange von Weyl (,,Kigendifferentiale“ 
statt ,,Eigenfunktionen‘‘) prizisieren, wie es in der Wellenmechanik™) der 
kontinuierlichen Spektren stets geschieht. 

Wir haben dann statt (6.12) mit » = » + p/2 


(6. 18) a a | rar| av J,(kr) J,(k’r), 
0 J 


wo das Integral nach k’ iiber ein Interval] 4 zu erstrecken ist, das die Stelle 
k’ = k umfaBt. Eine Umformung, die auf dem Greenschen Satz beruht, 
liefert 


1 ’ 1 d P cn P 
+ = Lim poe (lk) IH) — Ik NEI (kr) dk, 
J 





Nr 7 = ot 


. , , : ( 1\z 
und vermége des asymptotischen Verhaltens von J mit « = kr — (» )= 








2/2” 
, 1\2, 
pB=khr—(v+ 3) "1 
1 “i i ae ee 
ow Lim = \ ae 7a —p (* sina cos — F sin B cosa) 
4 
ai 1 dk’ sin (k — k’)r es sin {(k +k')r — (v +4)2)}) 
= Lim 5 | yap FP i+F) 
a 


wo das zweite Glied des Integrals im Limes verschwindet. Also 


=| 
ae 
ale 


(6. 19) {= 


Aus (6.11), (6. 16), (6.17) und (6.19) folgt jetzt 








N? = —K2"+tP I (p) P'(n + 1) 
p2,2, (n+p) 
und daher aus (6. 8) 
2xnik 


/ 9 — 
(6. 20) A, = po. a, 





(—1"(n + 4). 


Dies ist aber dieselbe Abhangigkeit von m, wie wir sie nach der zu beweisenden 
Forme] (5. 4) fiir die Koeffizienten A, zu erwarten haben. Die Verschiedenheit 
des von » unabhangigen Faktors in (6.20) und (5.4) riihrt daher, daB die 
linken Seiten von (5.4) und (6.7) verschieden normiert sind. Der Quell- 





5) Vgl. z. B. Atombau und Spektrallinien II, Kap. II, § 8, wo die Einzelheiten 
der im folgenden nur ahgedeuteten Rechnungen ausgefiihrt sind. 


Q* 
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punkt Q unserer Greenschen Funktion war namlich grundsatzlich (vgl. D. M. V. 
S. 311) als Einheitsquelle definiert, d.h. so, daB 


(6. 21) | Seo =1 


wird, wo r vom Quellpunkte © aus gemessen wird und die Kugelflache o diesen 
Punkt engstens umschlieBt. Wenden wir aber dies Kriterium statt auf G 
auf die linke Seite von (5. 4) an, so ist es nicht erfiillt. Vielmehr ergibt sich 
statt des Wertes 1 ein Wert, der unter anderem (von der Integration iiber o 
herriihrend) den Faktor 2, 2, enthilt. Mit diesem Wert ist unsere Forme! 
fiir G, also auch die fiir A, zu multiplizieren, um unsere jetzige Darstellung 
mit der friiheren in (5.4) vergleichbar zu machen, wobei sich die endgiiltige 
Ubereinstimmung beider herausstellt. 


Wollen wir unsere Ergebnisse systematisch zusammenfassen, so kehren 
wir zweckmabigerweise die Reihenfolge der Betrachtung um: In § 6 haben wir 
aus der sehr allgemeinen Darstellung (6.1) der Greenschen Funktion, an- 
gewandt auf einen Raum von beliebiger Dimensionszahl, die Entwicklung (5. 4) 
der ausstrahlenden Kugelwelle in diesem Raum abgeleitet, die durch Grenz- 
iibergang die entsprechende Entwicklung (2. 3) der ebenen Welle ergibt. Diese 
liefert durch Mittelbildung eine Reihe von Beziehungen zwischen ganzzahlig 
und halbzahlig indizierten Besselschen Funktionen, die in G1. (3. 22) zusammen- 
gefaBt sind. Der Spezialfall des dreidimensionalen Raumes war in (1. 11) und 
(1.16) vorweggenommen. Wie in der Einleitung bemerkt, sind diese Be- 
ziehungen, in polydimensionaler Allgemeinheit, aus einem akustischen 
Problem 1*) hervorgegangen. 


16) Vgl. Ann. d. Physik 42 (1943), S. 389. 


(Eingegangen am 28. 1. 1943.) 
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Einordnung 
besonderer Eigenwertprobleme in die Eigenwerttheorie 
kanonischer Differentialgleichungssysteme. 
Von 
Ernst Hélder in Braunschweig. 


Die vorliegende Untersuchung befaSt sich mit drei besonderen Klassen 
von Eigenwertproblemen und ihrer Einordnung in die allgemeine Eigenwert- 
theorie kanonischer Differentialgleichungssysteme. Von dieser Theorie habe 
ich eine Darstellung gegeben, die von speziellen zu allgemeineren Aufgaben 
fortschreitet!)2). Zunachst behandelte ich das ,,vereinfachte‘‘ kanonische 
System; es laBt sich mittels des Greenschen Tensors auf ein Schmidtsches 
System adjungierter Integralgleichungen eines unsymmetrischen Kerns 
zuriickfiihren. Aus der quellenmaéBigen Darstellung einer zulissigen Funktion 
der Klasse D’ folgte dann deren Fourierentwicklung. 


Diese Betrachtungen werden im Teil I ohne Miihe so verallgemeinert, 
da8 sie die Blisssche Theorie*) positiv-definit selbstadjungierter Systeme 
1. Ordnung umfassen. Die diesbeziiglichen Definitheitsvoraussetzungen wurden 
von Bliss*) nach zehn Jahren gemildert, so daB die Theorie die normale 
akzessorische Eigenwertaufgabe eines Bolzaschen Problems der Variations- 
rechnung enthielt. Es war aber noch eine gewisse Normalitétsvoraussetzung 
geblieben; diese erweist sich jetzt bei unserer Behandlung fiir die meisten 
Resultate als unwesentlich. 


Indessen kann unter Umstinden jeder Wert des Parameters Eigenwert 
(mit denselben Eigenfunktionen) sein; deshalb ist bei diesen anomalen Eigen- 
wertproblemen der Begriff der normalen Eigenwerte einzufiihren, von denen 
es dann wieder héchstens abzaihlbar unendlich viele gibt. 


1) E. Hélder, Zur Theorie der Randwertaufgaben fiir lineare kanonische Systeme. 
Jahresber. Deutsch. Math. Ver. 45 (1935), S. 126—128 (kursiv). 

2) E. Hélder, Entwicklungssétze aus der Theorie der zweiten Variation. All- 
gemeine Randbedingungen. Acta math. 70 (1939), S. 193—242, insbes. Nr. 3—9. 
Die aus dieser Arbeit zitierten Formeln sind durch Nummern mit einem Punkt, etwa 
(1. 3), kenntlich. 

3) G. A. Bliss, A boundary value problem for a system of ordinary differential 
equations of the first order. Transact. Amer. Math. Soc. 28 (1926), 8. 561—584. 

*) G. A. Bliss, Definitely self-adjoint boundary value problems. Transact. Amer. 
Math. Soc. 44 (1938), S. 413—428. 
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Aber mehr als auf die Erweiterung der Resultate lege ich auf die Methods 
Wert, die mir sehr einfach erscheint — namentlich nachdem ich die von 
Reid 5) veréffentlichte Zuriickfiihrung der Blissschen Systeme auf ein Eigen. 
wertproblem der Theorie der zweiten Variation eines gewissen Extremal- 
problems kennengelernt habe. 


Fiir die im I. Teil behandelten kanonischen Differentialgleichungs. 
systeme, bei denen die mit dem Eigenwertparameter y« multiplizierte Koeffi- 
zientenmatrix (a;,) positiv semidefinit ist, ergibt sich zwanglos auBer der 
gewohnlichen (oft nach Rayleigh benannten) Minimumseigenschaft der 
Eigenwerte (namentlich des kleinsten positiven) noch eine weitere Minimums. 
eigenschaft; diese ist in gewissen Fallen von Collatz hervorgehoben worden 
und wird im III. Teil noch verallgemeinert. Sie fiihrt zu dem Grammelschen 
Naherungsverfahren zur Berechnung der Eigenwerte. Aber auch die Tat- 
sachen des Iterationsverfahrens diirften sich auf die in I und unter geeigneten 
Definitheitsvoraussetzungen auf gewisse in III behandelte Systeme iiber- 
tragen lassen. Ausgefiihrt wird noch die Verallgemeinerung des Wein- 
steinschen EinschlieBungssatzes. 

Im II. Teil wird die Voraussetzung der Definitheit von (a,,) fallen- 
gelassen, denn sie braucht nicht zuzutreffen fiir das System, das in der Theorie 
der zweiten Variation eines Lagrangeschen oder Bolzaschen Problems funda- 
mental ist. Beim einfachsten und beim isoperimetrischen Variationsproblem 
hat Lichtenstein ®) fiir die Minimumseigenschaft des Extremalintegrals das 
Eigenwertkriterium aufgestellt, daB der kleinste positive Eigenwert der mit 
einem Parameter « erweiterten Jacobischen Gleichung = 1 sein muB — das 
ist die neue Form der schwiicheren (notwendigen) Jacobischen Bedingung. 
Lichtenstein’) hatte das sich so ergebende ,,polare*‘ Eigenwertproblem schon 
friiher eindringend behandelt mit Hilfe der Hilbertschen Hauptachsentheorie 
der vollstetigen quadratischen Formen unendlich vieler Variablen. Im fol- 
genden fiihre ich das Kigenwertproblem auf die Eigenwerttheorie einer Integral- 
gleichung mit symmetrischem Kern zuriick. Fiir die Randbedingung fester 
Endpunkte habe ich diese Methode bereits ausgefiihrt®). Bei der allgemeinen 
Randbedingung kénnen fiir ~ = 0 normale Eigenfunktionen vorhanden 


5) W. T. Reid, A system of ordinary linear differentia] equations with two-point 
boundary conditions. Transact. Amer. Math. Soc. 44 (1938), 8. 508—521. 

*) L. Lichtenstein, Zur Variationsrechnung. Erste Mitteilung. Géttinger Nachr. 
1919, S. 161 —192. 

7) L. Lichtenstein, Zur Analysis der unendlich vielen Variablen. I. Entwicklungs- 
sitze der Theorie gewdhnlicher linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
Rendiconti Cire. Mat. Palermo 38 (1914), 8. 113. 

8) E. Hélder, Reihenentwicklungen aus der Theorie der zweiten Variation. Abh. 
Math. Seminar Hamburg 13 (1939), S. 273—283. 
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sein. Um diese Schwierigkeit zu umgehen, hatte ich wie auch Lichtenstein 
in den genannten einfacheren Fallen ein Differentialgleichungssystem be- 
trachtet, in das der Eigenwertparameter in etwas abgeiinderter Weise einging. 
Es hat aber groBes Interesse, die Minimumseigenschaft des Extremalintegrals 
oder wenigstens seine zweite Variation in Zusammenhang zu bringen mit dem 
Eigenwertproblem der mit einem Parameter multiplikativ versehenen Ja- 
cobischen Gleichungen — ohne Hinzunahme von weiteren Termen, die zu 
ganz anderen mechanischen Bedingungen gehéren wiirden. Die diesbeziigliche 
Untersuchung fiihrt zur simultanen Transformation von zwei quadratischen 
Integralformen, von denen eine positiv semidefinit ist, auf Normalformen, 
die den im algebraischen Fall von Gundelfinger*) auf Grund der Elementar- 
teilertheorie erreichten entsprechen. Des ist, hoffe ich, ein Anfang zu einer 
Elementarteilertheorie kanonischer Eigenwertprobleme. 

Im III. Teil bringe ich Uberlegungen, die ich in einem Spezialfall schon 
gleich nach dem Erscheinen der eingehenden Abhandlungen von Kamke) 
iiber die definiten selbstadjungierten Eigenwertaufgaben bei gewéhnlichen 
linearen Differentialgleichungen 2 -ter Ordnung angestellt habe, um die 
von Kamke gefundenen Resultate auch aus der friiher von mir entwickelten 
allgemeinen Eigenwerttheorie kanonischer Systeme zu folgern. 

Die Auffassung der selbstadjungierten Differentialgleichung 2 n-ter 
Ordnung als kanonisches System von 2 Differentialgleichungen erster 
Ordnung ( differentielle Bedingungsgleichungen und » Lagrangesche Diffe- 
rentialgleichungen), ebenso die Trennung der Randbedingung in Endbedingung 
und Transversalitdtsbedingung (die Endpunkte der zulissigen Kurve im 
t, z,-Raum sind an gewisse lineare Mannigfaltigkeiten gebunden, zu denen 
die Extremalkurven transversal sein miissen), ist durch die Behandlung 
der Aufgabe als Lagrangesches (oder ,,Bolzasches) Problem bei allgemeinen 
Randbedingungen in der Morseschen Normalform vorgezeichnet") #2), In 


®) Vgl. O. Hesse, Vorlesungen iiber analytische Geometrie des Raumes, 3. Aufl. 
Leipzig 1876, 8.515 (Zusétze von S. Gundelfinger). 

10) E. Kamke, Uber die definiten selbstadjungierten Eigenwertaufgaben bei ge- 
wohnlichen linearen Differentialgleichungen. I, II, III. Math. Zeitschr. 45 (1939), 
S. 759—787; 46 (1940), S. 231—250; 46 (1940), S. 251—286. 

11) Vgl. C. Carathéodory, Variationsrechnung und partielle Differentialgleichungen 
erster Ordnung. Leipzig und Berlin 1935, 8. 368—369. 

12) Beziiglich der Randbedingungen vgl. namentlich M. Morse, a) The Calculus of 
variations in the large. Amer. Math. Soc. Coll. Publ. 18 (New York 1934), 8. 26, sowie 
insbesondere 8S. 83—87; fiir das Lagrangesche Problem M. Morse, b) Sufficient con- 
ditions in the problem of Lagrange with variable end conditions. Amer. Journ. of 
Math. 53 (1931), S.517—546, insbes. S. 523. An der erstgenannten Stelle, 8.80, erwahnt 
Morse auch eigene (nicht verdffentlichte) Untersuchungen iiber die Reduktion auf ein 
Lagrangesches Problem des ,,baffling“‘ Falls der allgemeinen selbstadjungierten ge- 
wohnlichen Differentialgleichung 2 n-ter Ordnung. 
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den diesbeziiglichen Untersuchungen (von Bliss, Morse, Hestenes, Reid, mir 
und anderen) wird bei der Behandlung der Minimumseigenschaft (etwa der 
Eigenwerte!%) das Extremalintegral von vornherein stets fiir zuldssige Funk- 
tionen der Klasse D’ betrachtet, d. h. fiir abteilungsweise stetig differenzierbare 
Koordinaten z,(t), ¢ = 1,...,, die nur den differentiellen Nebenbedin- 
gungen und den Endbedingungen geniigen miissen; sie brauchen fiir den in 
Frage kommenden Spezialfall der Differentialgleichung 2 -ter Ordnung nur 
n-mal stetig differenzierbar zu sein und miissen nur dem Teil der Rand- 
bedingungen geniigen, die fiir die Ableitungen bis zur » — l-ten Ordnung 
allein bestehen. Fiir diese zulissigen Funktionen der Klasse D’ habe ich auch 
die Fourierentwicklung in der nétigen Allgemeinheit hergeleitet, 1. c.2), 
Nr. 17, 18. 

Die bisher von mir behandelten Aufgaben gestatten nach diesen Richt- 
linien denn auch ohne weiteres den oben erwahnten Spezialfall zu erledigen, 
wo der Eigenwertparameter nur mit der gesuchten Funktion selbst multi- 
pliziert (nicht auch noch mit Ableitungen) in die Differentialgleichung 2 n-ter 
Ordnung eingeht. In diesem Fall verfolgte auch Herr Kamke in einem vor 
der DMV in Jena gehaltenen Vortrag unter einschrinkenderen Annahmen das 
Ziel, beim Minimumprinzip der Eigenwerte den Bereich der von ihm urspriimg- 
lich zugelassenen Funktionen zu erweitern. Auf den Zusammenhang mit dem 
Problem von Lagrange machte ich in einer Diskussionsbemerkung aufmerksam. 
Diese fiihre ich im folgenden aus fiir den allgemeinen Fall, wo in der Diffe- 
rentialgleichung auch Ableitungen der gesuchten Funktion mit dem Eigen- 
wertparameter t multipliziert erscheinen. Dieser Fall erfordert eine leichte 
Ausdehnung meiner Methode auf ein Eigenwertproblem, das t in al]gemeinerer 
Weise als bisher sowohl in der Differentialgleichung wie in der Transversalitats- 
bedingung linear enthalt; auf diese Art wird die Minimumseigenscheft der 
Eigenwerte und der Entwicklungssatz fiir die (im Sinne der Variations- 
rechnung) zulissigen Funktionen der Klasse D’ sachgema8 formuliert und 
bew'esen ***) — und zwar fiir recht allgemeine kanonische Differential- 
gleichungen und Randbedingungen, durch die sich wohl jedes eindimensionale 


18) W.T. Reid, A boundary value problem associated with the calculus of varia- 
tions. Amer. Journ. of Math. 54 (1932), S. 769—790, griindet bei den in Frage kommenden 
kanonischen Systemen (unter gewissen Voraussetzungen) auf die Minimumseigenschaft 
den Existenzbeweis fiir die Eigenwerte und hat auch einige Entwicklungssatze. 

108) Von der Méglichkeit dieser Behandlungsweise des allgemeinen Falls machte 
ich Herrn Kamke bereits in Jena (nach seinem Vortrag am 21. X. 1941) Mitteilung. 
Seitdem hat auch Herr Kamke mit seiner Methode im allgemeinen Fall (allerdings 
unter der Voraussetzung, daB alle Eigenwerte > 0 sind) die Voraussetzungen bezgl. 
der zugelassenen Funktionen mildern kénnen, vgl. E. Kamke, IV.Abh. der in 1) 
zitierten Reihe, Math. Zeitschr. 48 (1942), S.67—100. [Anmerkung bei der Korrektur.] 
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Eigenwertproblem eines konservativen mechanischen Systems beschreiben 
laBt. 

Fiir solche Probleme diirfte durch die folgenden Betrachtungen auch die 
neue einfache Methode von Collatz und Kamke, |. c.) III fiir das Einfangen 
der Eigenwerte anwendbar werden; das kann aber hier nicht im einzelnen 
verfolgt werden. Es kommt dabei wieder wesentlich an auf die richtige neue 
Deutung von J (= J bei Kamke) und K durch meine Formeln III (31), (32). 


I, 
Das Eigenwertproblem bei den positiv-semidefiniten selbstadjungierten 
Systemen von Bliss. 


1. Von einem Differentialgleichungssystem 
(1) 2% = (Aj, +AB,)x,, M,,2) + N,, 2} =0, (M,,,.N,,) vom Rang n, 


mit stetigen Koeffizienten A,,(t), B,,;(t), St <0, a, = a,(t), 2? = x, (t°)...., 
in Matrizenform kurz 


(la) t=(4+AB)z, MX +N2=0 

(verlangt Bliss, |. c.*), 8. 413f,0.), daB es in das adjungierte 

(2) t= — (Ay + AB a, Pict? +Quzt = 0, 

2a) Z - (A’ + AB’)z, P’2 + Q’2 = 0, 

wo Pp, = Py,, % =Q; (jf = 1,...,) limear unabhangige Lésungen von 
(3) Myip: — Nig = 0 sind, dh. MP—NQ=0 


gilt, ibergehtdurch eine nichtsingulare, stetig differenzierbare Transformation 
(4) a,=T7,,(t)a,, dh. 2 = Tz. 
Er nennt dann (1) selbstadjungiert. 
Zuniachst schreibe ich die Differentialgleichungen 
@, = A,,%, + AB, 77; 2,, 


(5) 
2% =—_— Aim — AB,, 7 1;2;. 


Ich fiihre nun ein 

6) Ags = b55. Brg Try = 83 = O45, Bar Ti = es, 
A’ =}, BT =8 =a, Br =, 
Dann verlangt Bliss 1.) die Symmetrie 


(7) a= PB= BT =a. 
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Es gilt dann auch die Symmetrie von c = BT-'= T"'B'=c’. Bliss 
verlangt 2.), daB die Form é,a,,&, = 0, positiv-semidefinit ist; dasselbe gilt 
dann auch von 


(8) Cel =e McTE =e TBE = Fak =0. 


Endlich sei (a,;,;), d.h. (¢,;) von konstantem Rang n — p, 0S p < n, auf 
# <t =< #; das formuliert als Voraussetzung H, ausdriicklich Reid, 1. c.°5), 
§.511. Die von Bliss auBerdem verlangte Normalitatsvoraussetzung 3.), H, 
bei Reid, 1. c.5), 8.510, vgl. unten Nr. 3, wird von uns nicht gestellt. Mit 
der neuen Bezeichnung erhalte ich 
9) % = b,,%, + AC;;2;, 
Zz = — Aa, %, — 0,5 2;. 

Setzt man hier noch y, = Az,, so kommt nach Multiplikation der zweiten 
Gleichung mit A 
(10) L, (2, y) = 2, b; 2, — Cy y, = 9, 
R? (2, Y) + MA, Bi = Y, + MA, ZT; + bi ~~ 0 
mit u = 42; ich nenne R? (x, y) = R?(y) = ys + by; y- 

Die Randbedingung (1), fiir die z,; kann in der Bezeichnung meiner 
Arbeit [l. c.2), 8. 207f., in der dortigen Bezeichnung wire 6{, = 0, = 0, 


iy = &, k=1,....98, PF =n+1,...,29] 
(11) [x4 d,-] = zi di, — 29 do, = 0, bk =n+1,...,20; 
(12) —d, =M,,, dy = Ny, 


geschrieben werden und besitzt die Parameterdarstellung 


(13) %=Yat,, &¢+=0,1;8=—1,...,%, 

summiert tiber k= 1,...,”. Dabei ist 2} = y{, ein Fundamentalsystem 
von (11), d.h. 

(14) [Six Vix] = 0. 

Die zugehérige Transversalitatsbedingung 

(15) (vivie] = 9, Ob. Yi rie — Yi vie =O 

entspricht der adjungierten Randbedingung (2), falls 

(15a) —Ye = Pier Vir = Qe 


gesetzt wird; es gilt ja (14), d.h. (3), wie es sein muB. 
Im ganzen haben wir somit das ,,einfache‘‘ kanonische System 
L,(z, y) = 0, a} = YinMas T= Yin Ue 


Ri (2, y) + wa, 2, = 9, y2 veh - Yi Vin =0 


(16) 
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mit der Randbedingung in der Morseschen Normalform. Das System hat 
die Besonderheit, daB (a;;) = (a,;)* positiv-semidefinit vom Rang n — p 
ist; dasselbe gilt von (a,,). Ich setze noch 


(17) J(y) =J (y, y) = [esa y, at, K (xz) = K (a, 2) = f ay, x, a, at. 


Alle Integrale sind von 1° bis ¢! erstreckt. 

Das neue System (16), mit den Randbedingungen zerfalli fiir u = 0, 
vgl. 1. c.2), S. 206, und liefert die zu A = 0 gehérigen Lésungen &) des ur- 
spriinglichen Systems (1). Es sind alle Kigenwerte 4 = 0; das beweist man 
mitteis (1.3), vgl. (3.7) und die beiden folgenden Formeln |. c.2), 8. 206. 


2. Um umgekehrt von den Eigenfunktionen a des kanonischen 
Systems (9), (13), (15) bzw. (16) zu den Eigenfunktionen 2, bzw. z, der 
adjungierten Blissschen Systeme (1), (2) zu kommen, beachte man die von 
Bliss, 1. c.8), (19) angegebenen Relationen 

TA+A'T+T =O, 


(18 

ae) TB+BT=0. 

Mit (, r-1;) multipliziert erhalt man 

(19) Te+T(Ac+ABTr'2)4+A'Tr+ABz=0, 


also, wenn = eine Lésung des kanonischen Systems (9), d. h. (5) ist, 

(20) (Tz) +A’'(Tz) +ABz=0; 

(21) z+ A’'z+AB (Tx) =0, 

d.h. (5), danebengestellt, erhalt man durch Addition fiir 

(22) C=Ta+2z: €4+A404+ABC6=0, POH+VO=0. 

Es gilt ja (2)2, (13), (15a) und analog zu Bliss, 1. c.%) (20) 

(23) PTP=QTQ. 

Es geniigt dann 

(24) é=T'C=24+T7 2: §—AE—-—ABE=0, MOP+NE=0, 


der adjungierten Gleichung. 


(25) (;) = ( ". ap, 


ist also wieder eine Lésung des kanonischen Systems (9), (13), (15). Wir 
haben somit im Vektorraum seiner Eigenfunktionen die Transformation 


26 ()=4(. 
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Es gilt 14) 


on (2% gE E+T-1¢ 3é, _. L 

(27) A (*)=A(s)=Cpey oe) =(2 )=24(%), 

also ist 

(28) A2=24A, d.h. A(A — 2)=0. 

Das Minimalpolynom ist 

(29) m(u) = u(u— 2) oder m(u) =u oder m(u) = u — 2, 

und die Matrix A laBt sich durch geeignete Wah! der Basisvektoren et auf 


die Diagonalgestalt 
0. 

30 “0 °. o 

(30) 2 oder ( "sg ) oder ( _ 


“9 


< 


bringen!5). Man kann daher die zu A gehérigen Eigenfunktionen (7) von (9) 


einteilen 
x) 
81) -T ro + xO — g®™ 
(31) ( on)? zr 0, (e09)? Te +20 — 2 2), 
also 
(31 a) 29) on T x, 2) = T x. 
Es sind z; und z; Lésungen von (1) und (2) fiir den Eigenwert — 4 bzw. + 4. 


ZusammengefaBt: Ist A ein Eigenwert von (1) sowie von (2), so sind die 


aus den Eigenfunktionen gebildeten Paare (**) auch Eigenfunktionen des 


kanonischen Systems (9), (13), (15) fiir den Eigenwert A (ebenso gehéren. ( bo 


zum Eigenwert —A desselben Systems }. Weiter sind (*') Eigenfunktionen 
i 
des kanonischen Systems (16) fiir ~« = 22. Die Gesamtheit der zu uw + 0 
gehérigen Eigenfunktionen von (16) kann so angenommen werden, da8 sie 
genau aus den zu A gehGrigen Eigenfunktionen von (1) sowie von (2) und den 
zu — A gehérigen Eigenfunktionen von (1) sowie von (2) bestehen. Von den 
EO’, 10 ' 
Eigenfunktionen (6 ) (,¢) von (16), die zu « = 0 gehGren, liefern &* die 
zu A= 0 gehérigen Eigenfunktionen von (1) [wahrend y\” nur einen Teil der 
zu 4 = 0 gehGrigen Eigenfunktionen des adjungierten Systems (2) bilden]. 


4) Dieser Punkt ist hier naher ausgefiihrt als bei Reid, |. c.°), 8. 514f. 

15) Wegen der hier benutzten algebraischen Tatsachen vgl. O. Schreier u. E, Sperner, 
Einfiihrung in die analytische Geometrie und Algebra. II. Bd. Leipzig u. Berlin 1935, 
S. 65, 83. 
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3. Im Vektorraum der zu 4 = 0 gehérigen Eigenfunktionen &,*von 
(9),, (13) gibt es den linearen Teilraum sp der singuliren Eigenfunktionen 
&, += 0 mit 

0, &?=yinta, § = vinta 
a,,§ 0; 


, 


(32) 


(die Normalititsvoraussetzung 3.) von Bliss, 1. c.4) 8.414 besagt, daB so 
fehlt). so werde von den Basisvektoren 


(33) Ee" (t) mit a,,é%" = 0, fé Ew) 0%) dy — 50°? 

aufgespannt. In dem zu 9 total senkrechten Raum s, (der Eigenfunktionen é, 
mit j ££ dt = 0) denke ich eine Basis &*”) (t) bzgl. der in 5; positiv definiten 
Me trik 

(34) K(E, &) = | a,,6,6,dt 


orthonormierter Eigenfunktionen, fiir die auBerdem die quadratische Form 
E°dt auf Hauptachsen kommt: 
K(g@”, &) je je? FOP'd =, 


fe E(0°) gto” dt 3! Ee" ) Eto’ dt . Xn ge" ° so ae 


0 


(35) 


Dazu kommt (bei einem asda akzessorischen Variationsproblem) noch 
der Raum r, der friiher!*) schlechthin singular genannten orthonormierten 
Eigenfunktionen y)”’: 

Cis Y5 0, 
Yi i bi; 9; 0, yi Vin 7 yi Vin 0. 


Allgemein heiBe ein Eigenwert « normal, wenn der Vektorraum s, der 


(36) 


zugehorigen Eigenfunktionen ( 4 von (16) einen zu So + t, total senkrechten 


,normalen‘ Teilraum gs‘, besitzt in dem Sinne, daf 

f ee p,dt = 0, fyz.dt = 
gilt. 
G (4,0) H,, (t, t) 
J,, (t,t) K;, (t, t) 
Nr.5, kann ich jetzt noch zu einem neuen Tensor mit der ersten Zeile 


), H,,(t,t)) tbergehen, der zu £¢” orthogonal bzgl. der Metrik (34) ist: 
(37) K(&°,G,,) = J dt? a,,G,,(t, t) = 0, K(&, H,,) = 0. 


Vom vereinfachten Greenschen Tensor vgl. 1. ¢.2), 


_ 
“ 
“2 
~ 
| 


16) }. c.2), Nr. 3; dort bezog sich der Begriff normale Eigenfunktion (wohlverstanden 
bei einem anomalen akzessorischen Variationsproblem) stets auf ein Differential- 
gleichungssystem (z. B. das vereinfachte kanonische System (3.1) mit @;; = 46; j), 
das nur singulire — bei jedem ~ vorhandene — Eigenfunktionen mit xz; = 0 besaB, 
wo also kein Teilraum s, vorhanden war. 
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Nach wie vor gilt fiir die Indizes o® die Orthogonalitat 
(38) fat HG,,(t,t) = 0, [dteH,,(,t) =0. 
AuBerdem gilt fiir alle x 
(39) {ae yi J, (t, t) = 0, { dtyK,,(t (t,t) = 0. 
Man bildet dazu 
(40) G,,(t, t) = — 2 sere Gg , H,(t,t) = — oe + H,, 
und bestimmt die von ¢ abhangigen Koeffizienten (¢, 7) durch 
(40a) O° = K(&°",G,,) = | dt&""a,,G,, = J Ay (t, hen?’ 'dt, 
ns” 9 = KE »-H;). 


Dabei benutze man die erste der nachher noch nétigen Beziehungen, 
(6. 12) und (6. 9)s, 


G,,(t, t) = J Hs m (lst) mn Hyn (toby) dy, Uny=(VammnHyn(tty) dty, 
“* 


ame 
(41) 0 = | Kem(tsty) Cmin Hyn (t, ty) dy. 


Als Funktionen von ¢ geniigen daher (q;, p;) = G,, (t,t), Hy,(t, t)) (mit 
Riicksicht auf 1. c.2) (5. 8), (5. 2)) den Differentialgleichungen 
L,(q, p) = 0 
(42) BEG, p) = DEP + ELE a,,— FEY He ayy Bat - 
= E gee 4 + 2 Ee EM a,,. | 
e° e” “ 7 
AuBerdem gilt folgende Randbedingung mit den Endparametern Us, 


G,;(t, ‘) = Vie Ui, is = U,,- ~ Ee" | de EP” dim U em 
(42a) ~ . ~ - 
Hi, ,(t, t°) Vit — H,,(t, #) Vik = 0. 

Dabei ist U}, = Ux, (vermoge der Symmetrie von G,, (t, t)) benutzt. Die 
Sprungeigenschaft von G, H) ist dieselbe wie die von (G, #). 


4. ,,Zulissig von der Klasse D’ heiBe ein Funktionenpaar (7) mit stetigen, 
é 


abteilungsweise stetig differenzierbaren Koordinaten z, und abteilungsweise 
stetigen Impulsen y, und Parametern u,, derart, daB gilt 


(43) L,(z,y)=0, 2 —=yiyte, BW =yintn.- 


it 
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Ich leite nun die quellenmafige Darstellung der Koordinaten eines zu- 
lassigen Paares (y) der Klasse D’ durch die Impii'se her; in meine drei- 


gliedrige Greensche Formel (1. 3) 

(44) J Leas ms Py — 4,2, 9,)dt = — j (p,L,(x, y) + 2, R,(q, p))dt + [2 po. 
am besten gleich mit Rf(p), d.h. a,,; = 0 geschrieben, setze ich (g,, p;) wie 
oben ein: 

(45a) a(t) + Hy (t,t)yfelaue — J 2, 29(q, p)dt = J Ayrlt, ther, ys at, 

also 


(45) z(t) = Z (f 2, e@dt) E(t) + Z (f a, 0,.€¢ dey E(t) + 
e° @” 


+ | Hylt,t)e,y, dt, 


mit dem modifizierten Impuls y, = ¢,;y, sowie $,, = H,,¢,; kurz ge- 
schrieben 


(45b) a = D(a, ge dey Ee + 2K (x, §@) EL? + J Be 0, at. 


Da die normalen Eigenfunktionen Fé) von 16), soweit sie zu einem s. 
Wy 4) o 


mit ~ > 0 gehéren, den Orthogonalitatsrelationen 


(46) K(E, p) =0, JE gdt=0, fy¥Pydt =0 
geniigen, gilt speziell 

(47) 0: =) AirCim gm At; 

(48) 16 = BST Gim Pm at 

gilt ebenfalls, wobei 

(49) J,s(t, t) = H(t, #). 


(48) ergibt sich, wenn wir in die zweigliedrige Greensche Formel (1. 5) 
(50) J ((qeRe(a, 9) — peLe(x, y)) — (we Req. P) — yea, v))]at 
= [49 — Pet]o> 


am besten gleich mit A?(y), d.h.a,; = ) geschrieben, den Greenschen Tensor 


(50 a) n= Ay (t.t)=JTult,t), m= Kult, t) = Kalt t) 
einsetzen. Nennt man (in Matrizenschreibweise) 

(51) ag =f, 

(52) =k = j, 


Vu 
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so kommt fiir die Spaltenvektoren f, j das Paar adjungierter I ntegralgleichungen 
(53) f= VusaH(,t)c -jdt, 

(54) i= VulecJi.tja-fdt 

mit der unsymmetrischen Kernmatrix 

(55) aH (t,t)c = (cJ(t, thay. 

Betrachte ich umgekehrt das System (53), (54) adjungierter Integral- 
gleichungen, so gilt fiir die durch (48), (47) gegebenen Ausdriicke y, @ zu- 
niachst (52), dann die Orthogonalitatsrelationen (46), und wegen (6. 6), (6.2), (41) 
schlieBlich die Differentialgleichungen 
(56) L} (9) = P: b, iP; C45 Z3> Yi Yin Va» Pi Yin Un; 

Bi (2) = 26 + bis Zs = — BAG Vn — Vin = O. 

Auf diese Weise bekommen wir auch alle zu u + 0 gehérigen Eigen- 

funktionen, die wir durch 


(57) Ji i dt = 5 IZ, x) = oF 
orthonormieren. Es ist dann “an 
(57) ff Wade = K(go™, py) = 8°?. 
Ist nun 2z,(t) eine zulissige Funktion der Klasse D’ und setzt man 
(58) Z, = % -2 (j a, Fede) ge” — Z(j 2, a, Fe dt) Ee”, 


so hat man die F ourierentwicklung der quellenmaBig darstellbaren Funktion 
az =z = fale “Hat 
(59) ; 


E (fx, f dt) 4. 
Also gilt 
(60) a,, {2,(t) — & (f 2.4m Sat) o(H)} = 0, 


wobei in der Summe auch die zu « = 0 gehérigen Eigenfunktionen &° = g/t" 
von (56) auftreten. Das ist das erste Resultat von Bliss, hier ohne jede Nor- 
malitatsvoraussetzung von der Art der Blissschen Bedingung 3.) hergeleitet, 
daB keine Eigenfunktion £4 mit a,,é¢” = 0 vorhanden sein soll. Fiir den 
Fall, daB det (a,,;) > 0, gilt die Fourierreihe 


(61) a,(t) = X K(2, o™) g(t). 


5. Bliss hat diese ungefaltete Fourierreihe unter Voraussetzungen, die sich 
auf den Impuls y, der zu entwickelnden Funktion z, beziehen; er verlangt 


(62) 2=Azr+Bg, 2! = yi, %; 
(63) g=AgiBh, gf =yinr 


mit € 
Impt 


en 


n- 
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mit einer stetigen Funktion h,. Setzen wir h, = X,, so bedeutet (63) fiir den 
Impuls y Tg 

y = (Tg) = Tg + T(Ay + BX); 
wegen (18), (6) ist 74 74 = —A'T, TB = — BT =—a, BI-1 =¢, 
A = J’, also gilt auBer 


-_ &=b’r+ cy, = Yinte, 2 = Yin Uns 
y by—aX, yirin— yi vin = 0. 


Die Funktion X, in (64)2 baw. X = aX geniigt vermége |. c.2) (1. 4), 
d.h. (1.3) bzw. (44) mit a,, = ¢,, = 0 jedenfalls 


(65) | 4a, X, dt = 0. 
Der Impuls ist?) 
(66) w= Z (jy yP dey + | Tura, X, de. 


Es gilt also die Fourierentwicklung des mittels der Kernmatrix ¢J a quellen- 
maiBig darstellbaren modifizierten Impulses 


(67) cy =y=|eJit, tha-Xdt 
_ p (f 0; i\”dt) i. 
Es ist auch 
J i” a y a | (a) : a) 
(68) Cit Yi 0; —_ Ps aa | 9% id= 5 5% Vu | Gim Z, 9 dt 


(ul@) = 0) 


nach (56)2. Die Koordinaten der durch (58) definierten zulissigen Funktion 
werden also 


(69) . = {a c-ndt = 2 go K(z, gy). 


Insgesamt gilt die Fourierreihe 


(70) a= 2 (j 2, 0% dt) FO 4 ZF (\ ays x, go dt) yo. 


Das ist etwas verallgemeinert das zweite Resultat von Bliss, |. c.%) 8. 576f. 


6. Fiir eine zulissige Funktion z, der Klasse D’ gilt nach (60) die Ko- 
ordinatenvollstandigkeitsrelation 


(71) K (sz) - fa, ,2,x,dt =n 2 (| a, , x, y;” dt)® 2 K(z, o)?. 


17) E. Hélder, Die Lichtensteinsche Methode fiir die Entwicklung der zweiten 
Variation, angewandt auf das Problem von Lagrange. Prace Matematyczno-Fizyczne 
43 (1935), S. 20ff. 


Mathematische Annalen. 119. 3 
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Daneben tritt die Besselsche Ungleichheit 


1 1 ” ~ (a 2 
2) Jy) = feasaae = {vide = 3 ({ viitar) 


y . ° 2 
2 = (| csyexiat) = dD Ho (| asmegrat) 
hen | 

In der Konkurrenz der zulassigen Funktionen z mit 

(73) K (2, &) = | a,, 2, Edt = 0 


hat der kleinste positive Eigenwert uu) die Minimumseigenschaft 
= — . aoe fe, y¥; y,at 
(74) J(y) jw? 2’ K(z, gp)? = wK(z), dh. pRATE LE hat > uw, 
: : ) ay; 2, xjdt 
falls K(x)> 0 ist; dabei tritt das Gleichheitszeichen fiir die zu pu” ge- 
hérenden Eigenfunktionen ein. Die sogenannte zweite Variation ist 
(75) Ty = J (y) + K(z) > 2 (uv — 1) K(z, 9, 
und es gilt J;, => 0 dann und nur dann, falls der kleinste normale Eigenwert 
uw” => 1 ist. 

Hier ergibt sich naturgemaiB auBer dieser ,,Rayleighschen‘‘ Minimums- 
eigenschaft eine neue Minimumseigenschaft fiir den kleinsten positiven 
Eigenwert ,‘?) 38): 

Bilde ich zur ,,Belastung*‘ 


(76) 9g; = 4;,X, mit Ewa, X,dt = 0 


nach (66) die Impulse 


(77) Yi | J 5545, X, dt (= | [om & dt wegen (49), (40)s), 
so gilt, falls J (y) » U ist, 

r (xX \a,, X, X,dt 
(78) 2) og AUIS 

J (y) \ ei, 44 y,; at 


und der links stehende Ausdruck hat «” als Minimum. 


Zum Beweise stellen wir erstens neben y,; noch den Ausdruck (45) 
(79) 2, = | Hy, c,,y, dt 


fiir die zulassige Funktion z,; (77), (79) sind Quadraturen mit Hilfe des explizit 


bekannten Greenschen Teiltensors J,,;. Dann gilt 


3 


(xX) J 
(80) K(X) ~ J (y) 


Ay > aD, 
J (y) K (z) 


%) L. Collatz, Geniherte Berechnung von Eigenwerten. Zeitschr. angew. Math. 
Mech. 19 (1929), S. 224—318, insbes. S. 228. 


Di 


(81 
un 
(8] 
De 


wl 
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Die zweite Ungleichheit ist die alte Minimumseigenschaft (74), von yu bei 
K (zx, &°’) = 0; die erste Ungleichheit folgt nach Schwarz: Es ist 

(81) J(y) les, y, y, dt fe, Y; \Jyrdim X,, dt dt far, z,X,, dt = K(x, X) 
und daher 


(81a) J (y)? S K(x) K(X). 


DaB zweitens K(X)/J(y) wirklich auch uv erreichen kann, folgt, wenn 
wir X, als zulissige Funktion aus einem Impuls Y, nach 


(82) X, =| Hier, ¥, de 


3 
berechnen. Dann gilt wieder nach Schwarz — auch die erste Unyleichheit 
der Reihe 

J(Y) — K(X) ~ J(y) 


(83) am 


= aos m > wu) 
K(X) = J(y) K (2) itis 


Es ist nimlich 
(84) K(X) =Ja,,X,X,dt =| a,,X,| Hyeim Yndt dt 
| com 9: Ym dt = J(y, Y) 


und daher 
(84a) K(X)? s J(y)J (1). 


Geht man mit einem endlichen Ritzansatz fiir X, in (78) hinein, so be- 
kommt man fiir das Minimum der oberen Schranke in (78) eine Anzahl linearer, 
homogener Gleichungen. Die kleinste Wurzel a? ihrer Koeffizientendetermi- 
nante ist eine obere Schranke und meist auch schon eine Annaherung an den 
1) 


gesuchten Eigenwert uv”. Das ist die Verallgemeinerung der von Grammel 


gegebenen Rechenvorschrift*). 


7. Fir die Ubertragung des Weinsteinschen Einschliefungssatzes 2°) 
konstruieren wir durch (77), (79) aus einer K(&*”, X) = 0 geniigenden zu- 
lassigen Funktion X zuniachst y, dann z. Wir setzen 

J K (X 
(85) 7” fy) f2 ata st ) 
K (zx) K (a) 
Besitzt (a,,) eine Reziproke (a;}), so kann man auch schreiben 


j a;;) Re (y) RP (y) de 


(86) p2 \ Gz ;) 4X1 45m Xm dt/K (x) 


)a,;,",xzjdt 


%) R. Grammel, Ein neues Verfahren zur Lésung technischer Eigenwertprobleme. 
Ing.-Archiv 10 (1939), S. 35—46. 
2) E. Kamke, Weinsteins EinschlieBungssatz. Math. Zeitschr. 45 (1939), S. 788 
790. 


” 
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da ja (5) allen Randbedingungen geniigt. Dann gilt, wie schon in (81a) 
benutzt, die Ungleichheit 





(87) alt « = 2 #. 


Ferner ist mit Beriicksichtigung von (81) 











K(az—X) o . K(z, X) K (X) 
(88) K(x) =@— 26 Ki(z) ‘° K(z) 
J{y) , » 
= a’ 20k) + P= FP — a, 


wegen (85). Die zulissige Funktion az, — X, hat die Fourierkoeffizienten 
K(az — X, go) = a K(z, go) — K(X, go). 


Dabei gilt wegen (64), der zweigliedrigen Greenschen Formel (50) und (56) 
die Beziehung 

(89) K(X, ¢g”)=— j gy,” Ri (y)dat f a, RI(Z) dt = uh K(z, gy), 
also 


(90) K(az— X, gy”) = (a — w)K (a, o™). 


Nach der Koordinatenvollstandigkeitsrelation (71) wird daher aus (88) 
1 7 , 

(91) f? — a? = K@ > (a — uw)? K (2, yp) 

22K (2, 9)" 


= (a _— pu”) KE (z) 





IV 


(a — wp), 


falls u” der a am nichsten gelegene positive Eigenwert ist, (a — yu”)? 
> (a — w”)?. Also wird 


(92) uw — gq = 0 1 R — at, —-l1<s@<1, 
d. h. ‘ 


(93) MO =~at+oVe — a’. 
+ 
IT. 
Das Eigenwertproblem der Theorie der zweiten Variation. 


8. An zweiter Stelle entwickle ich eine neue weitertragende Methode fiir 
das Eigenwertproblem 
= 4 ; 0 9 

(1) L,(2, y) =z b,,@ Cig; 0, Ti = VinXn> zi = Vint, 

Ri (z, y) + BG, 525 = Yi O57, + bis Ys 0, Yi Yip ~ Yivin MH Bnety- 








Hier | 
auBer 
Eigen 
sym 
7 
defin. 
einem 
(2) 

gebil 


(3) 
Ich 


(4) « 
] 
(y) 
versc 
Impu 


(5) 
mit 


(5a) 


wird 


Koef 


tran 
neut 


(9) 
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Hier braucht die symmetrische Matrix (a, ,) nicht mehr positiv definit zu sein; 

auBerdem tritt in der Transversalitatsbedingung eine ebenfalls noch mit dem 

Eigenwertparameter multiplizierte symmetrische Matrix (f,,) auf. Die 

symmetrische Matrix (¢,,) ist positiv semidefinit vom (konstanten) Rang 

n—p,0 lS p<, man kann (¢,,) = (¢,;)? setzen, wo (c,,) positiv semi- 

definit ist. Dieses Problem ist ausschlaggebend fiir die Theorie der zu 

einem Extremalintegral gehérigen zweiten Variation 

(2) In = Baetint, + j (Cis YsYs — %5%4%,) at, 

gebildet fiir zuldssige Funktionen der Klasse D’: 

(3) L,(z,y)=0, 4 =yiate, = int. 

Ich setze 

(4) J(y) fessyeyat, K(z) = f a,,2,2,d¢ — Brettaty, Ip, = J(y) — K(z). 
Fir die zu «=O gehérigen zu r, orthogonalen Eigenfunktionen 

() j yy,dt = 0, vgl. 1(36), d.h. die zulissigen Funktionen mit nicht 


verschwindenden Koordinaten xz; und verschwindendem modifiziertem 
Impuls ¢,,¥;; 


(5) é, —6,,&,=9, & = viatns é . Yintns 
mit den Koordinaten bzw. Parametern 


(5a) &= 2c E(t), uw = 2 o,uf’, c, Konstanten, 
1g 


wird die negative zweite Variation —J,, eine quadratische Form der 
Koeffizienten 


(6) 2 K(E, E)o,0,. 

Diese und die positiv definite Form 

(7) Z (J HEPMAL) ce, 
@.0 : 


lassen sich gleichzeitig auf die Diagonalgestalt 
6) Za, 02 
e 


D 
Qo ¢ 
. 


transformieren. Transformieren wir die Basisvektoren kontragredient in 
neue F(t), so gilt 


(9) K (F, F%) = a, 0°, | HO Rds = ae. 
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Bei &¢(9” = m’ + 1,...,m) sei a, + 0; bei ge" (o’ =1,..., m’) 
sei a,, = 0. In Abanderung der Bezeichnung setzen wir wieder 
1 od a’ (o"" (o" 0’ 
(10) = EOD = FW, EM = HE. 


Dann gilt 
(11) |= K(E®?, &) = «, 08°", K(E“?, €) = 0, K(g*”, &) = 0, 
(12) f Edt = x08, x, >0; e = +1. 


Wir definieren fiir die Eigenwerte uv“ = 0 noch sig up” Ey, fir pe? =0 


ist kein Signum definiert. Im Teil I war stets sig uv”? = + 1. 
9. Jetzt ist noch eine andere Normierung des vereinfachten Greenschen 


Tensors (Ges ss), I. c.2), Nr.5, nétig. Wir bilden wie in Nr.3 


J 43 Ki 
(13) G (t,t) = —L HL + E,,(,t), Ay; = — 2 Ene” + Hy, 
(14) Uy, J ult" 4+. Oy, Vis = — Zug Ne + Vay 


; ; i 7 _ a >! 
und bestimmen die von ¢ abhingigen Koeffizienten C”, 7” durch 
gig j hy 
x }-(a"") , ia’') z{o"’) y ul” 
(5) ban K (EO, G14) = eg (f ata, Gy, — We” Ben Un;) 


| y(t, Qed dt, if? ey K (Ef, Hy,) 
derart, dab 


(16) 0 K(&, G,,) . ~ K(é gto” » Ete” ?) tee" +. K(&" ) » G,,), 
0 Kee" ye H,,) 


gilt; in (15) wurde (6. 12) beriicksichtigt, vgl.I (41). Nach wie vor be- 
steht fiir die Indizes o’ mit a, = 0 die Orthogonalitat 


(17) j dté G,,(t, t) = 0, fide H° H.. (t, t) = 0. 
AuBerdem gilt fiir die singuléren Eigenfunktionen y” 
(18) fdty J, =0. dey K,,@ 0) =0. 


Die Funktionen £&¢? normieren wir noch folgendermaBen: Wir ermitteln 


durch 
K (&", His) K (5°, His) fat EP? ag, Hy, (t,t) — Bax uy? Vis =n (t) 
(j nf? y dt = 0, vgl. (5. 10)) 
Impulse und dazu durch 
(20) ¢{” =|H Hye ynfrdt, vf? = J Varersn@?ae 
(f ee? L%de = 0, K(é¢”, £) = 0) 


(19) 


zulas 


und 


(21) 
(22) 


nacl 


die 


(23) 


sind 


(24) 


Du 
kan 


(25 


In 


(2: 
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(e") 


zulassige Funktionen. Es ist dann jedes (*.5) nach I (41) von der Form (6. 5) 
ny j 


und ein zulissiges Funktionenpaar: 

‘6 eo’) _,f0') -(o’)0 0 fo’) Fe’)1 _ 1 oto’) 
(21) L,(C*?, 4%’) = 0, bi = Vines SF = VinYr » 
‘ 0") {o") : (o") (o')0, 0 (g’)1, 1 ‘a (o") 

(22) Ri (c*?, nt) = — Oa 5"; ne Yin — Ne” Vin = Bane’, 


nach |. c.2) Nr. 5,6, da in der Lagrangeschen Differentialgleichung rechts 
die weiteren Glieder 


(23) ZH EP as Ge dt — Bar uf? uP) = 


sind, nach (11). Weiter ist 1 (44) zufolge fiir jede Linearkombination 
&=Do,e@, § = Leo, te, n, = Ze, ne” 


(24) K¢é, ¢) = f dt Em Om es i Bren | HiC1sn sat = J (mn) >| 0. 


Durch Ubergang zu geeigneten Linearkombinationen der urspriinglichen £° 
kann man erreichen 


I 


reo) Ho") Pa 0, o = 1,...,.%, 
(25) K(E, 2) = 8% ey, ey = hy O4. 


| o 
11, o = m+1,...,.m+_m’; 


K (&, &) = 0, 


(26) \EP HM dt = x, 0°, %_, > 0. 
Fiir gewisse Indizes 9° = 1, .. ., m® ist also ¢,. = 0; das bedeutet 
(27) cn’? =0, dh. f@” =O und ungekehrt. 


Fiir diese Indizes kann x,» = 1 gemacht werden. 

Wihrend die Buchstaben 0’, o’ von jetzt an fiir die zweite Gruppe von 
m’ Indizes m° + 1,..., m° + m’ reserviert bleibt, ist fiir einen der m° ersten 

y ge) 

Indizes, die wir immer mit y®,o° bezeichnen wollen, das Paar ( 1 1e%) als 
singulire Eigenfunktion des Systems (1) anzusprechen, da als zugehériger 
Eigenwert der beliebige Parameterwert u auftritt. Es gilt ja nach (5), (27), 
(22) bei beliebigem yw fiir diese 9° 


(28) L,(é, wn) = &, — by, Es — 43 (uns) = 9, @ vin Un, gt Yintns 


(29) R? (un) = (um) + O45 (4s) = — Haas &5, 
(un?) yn - (uni) vir = UBay Uy. 
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(@%) 
Zu dem von (uate) aufgespannten singuliren Teilraum s, kommt als 


direkter Summand noch der singuldre Teilraum r, ( S ~ der Eigen- 
funktionen mit verschwindenden Koordinaten 

(30) Cis Yi = 0, 

(31) Yi + b65y,=9 oot, — Yi vin = 021), 


Ein von Eigenfunktionen (¥*) des Systems (1) aufgespannter Vektor- 


raum $,, heiBt normal (ebenso ist der zugehérige Eigenwert » ,,normal*), 
wenn S$), zu S9 + rt, total senkrecht ist, in dem Sinne, daB 


(32) JH gdt=0, | ¥Pz.dt=0 


ist. Fiir irgendeine zulissige Funktion 7: der Klasse D’ gilt 
u y g 


(33) J(y, 4’) foes ys nie 'dt = — j 2, FO (n'®”) dt + [a,n@7 = K(2, €, 
@* in perniie = I(y,n@) = K(x, &). 

Neben @” stellen wir noch die zulissigen Koordinaten 
0 a = te) a Del RE OO, 


(36) f ee cde =0, K(E®, 0) = 6", K(E@”, 0°) =0 


so daB 
(37) = K(t@”, 0) = Kee, Hey _ 4 z Kt’, e) Kee, tio") _ 
42K (EO, ©) KEL”, He = 0. 
a £ 
Fiir (7) gelten ebenfalls die Differentialgleichungen (21), (22). 
SchlieBlich bilden wir 


(8) G y= — LOO? + G,,, y= — EO s 4H 
e 


ij? 


(39) G., = G,, gi 2 EK (Cj %, G,,), H,,; = Hi;; Pa 2 EK (0;" f H,,), 


*1) (31) habe noch die Lésungen p\”) (vy = 1,...,p,) mit fy” pdt = 0, die 
gleich durch J ¢, , p\”) pdt = 6” orthonormiert seien. Dann sind die zuldssigen 
Funktionen (Fi) der Klasse D’ diejenigen, deren abteilungsweise stetigen Impulse 
Sesy Y; pdt = = 0 geniigen (vgl. (1.4), (6.5), (6.9)., Kij = — EP” p;” ist eine 


Linearkom bination der P;”) und deren Koordinaten durch (6.9), (evtl. mit Hinzu- 
figung einer Linearkombination der £'*’) quellenmaBig dargestellt sind. 


gon 
(40) 
mis 
(40 


(40 


da 


(4 


sic 


als 
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(in K kénnte auch G, H oder G, H stehen), so daB jedenfalls stets die Ortho- 
gonalitét 


(40) | e¢H,, de = 0, K(E”, Hy) =0, K(Ce”, H,,) = 0, K(E@”, Hy) =0 
besteht. AuBerdem gilt 

(400) [Hireimn de = — C0 + He =a DEKE, G0), 

(40b) firing? de = Fg (EK (E, F) — KO, F))] =O, 


wenn man das letzte ¢” nach (35) durch ¢’) ausdriickt ; also ist nach (33), 
da (G,:, A,,) = (%, yr) zulassig ist, 


(40 c) K G,,, &@) =0. 


Als Funktionen von ¢ geniigen (q;, p;) = G,,(t, t), Hilt, t)) mit Riick- 
sicht auf |. c*). (5.2), (5. 14), (6.2) den Differentialgleichungen 


(41) L,(q, p) = 9, 
BY, 2) = LHP EP + EOP ay Be + EE ey Ee ay) 
— FE? eqn (Z me | Ee a,, Bdt) Ee + 
+ BEE gy 2 nig wy? EP UE Ber 
= Ex Hg + Ee ay + Foy Baye”, 


~ 9, e 


analog die Parameter 
(42) L,(Un. Vn.) = 9, 
R°(U41V a1) = ete E+ 2 vf 4, 18 + Xe" uta, ge”. 
Diesmal gilt folgende Randbedingung mit den Endparametern U?,: 
(43) Ge, (t, #) = vinUie» Ui, = Une — 2 ee" OOK (EL, Ura) — 2 Cie yfe? 
Higy(ts O)yfy — Haslts Oyj = ZegeGie Ue” Buy(—Oyn)—Z Pans. 


Die Sprungeigenschaft von (4, H) ist dieselbe wie die von (G, H). 
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Fiir (9,, p,) = G, .(t, t), H, s(t, t)) gilt wegen (41), (42), und da bej 
(39) in K auch H stehen kann, die Differentialgleichung 


(44) L(g, p) = 0 
R° (9, p) Pg He eee rete’ ) + 2 oo’), 51 €2 4 En EP ay, ge + 


e? e’ 

BH ‘) ce ) ry »{a*) 7 1 1 (o") {0) a") (oe), ge) 

+ as a; 2 Si & Xo ( Cm Fmt Si — Bray? Uf’) § 
a 0 
_ §” gto”) (0%) 0" Ve (e") (o' la oie’ ) tle") (o"") 
== 5 fe” Ete") 4 Cie a, Efe + 2 ef q + Fey EO a, Ee, 
e° ¢" 
ferner 


(45) L,(On1, Vad) = 0, 


Ta : > af(e E10) {9") (o") 2 ule” (o') 
Ri (Tar, Vid= ou ee’ + 2 vif @,,6°' + 2 a,, Ci 


_ o° o o 


Tr “ En ue a, gi” 
o 


und, da stets U;, = U,, gilt, die Randbedingung 


(44a) G,,(t.°)=7,0;,, Uj = Uj, - 2 MK (S””, Ui.) 
H,, (t, 0)», — Hy; (t,®) 3, ae” oe — 2 ot” Bax ul? — 
— F ey 80 Breil”, 


Nun leite ich die quellenmdPige Darstellung der Koordinaten eines zu- 
a x) 7 ; : ; : ; 
lassigen Paares (7) der Klasse D’ durch die Impulse her; ich setze in die 


dreigliedrige Greensche Formel I (44) (9,, pr) = G,., H,,) ein. Dann kommt 


0° a’ 


+ 


(46) 2, (t) Li(jz edt) Ee (t) + E (J xa, Cede) E(t) + 
v 


E (J Boas iat) 80) + F eqn (f zy ayrdl ae) EC) — 


(e’) gfe’ ) ero) FF (o"’) gfe") 
: 2 = Bren rp Sj -2 2 Bn ten * lee & €5" Bre Un Uy i 
o 


+f Hy .CimY Y,, at, 


a 


kurz geschrieben 

(46a) 2, = Z ({ a, £¢ de) £¢(t) + LK (a, C4) £0" + SK (a, &%) C0? + 
e° o v 
+ 2 ey K(z, Ete’ 9) ge 4 pais, 


analog der Parameter t,. 


die 


(47 


mi 


(48 
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10. Ich betrachte nun fiir zwei zulissige Funktionen z, g der Klasse D’ 
die symmetrische bilineare Integralform 
(47) K(x,q) = & K (a, &@) K (q, f@) + & K(z, C*) K(q, &@) + 
e 7) 


* ~ én K (2, ge" )K(q, gfe") T {J Dy; (t, ty) 0, P; dt dt, 


e 


mit dem symmetrischen Kern 


(48) L,,(t, ty) —_ j Hy; (t, t) Dy 5 95: (t, tx) dt _— Bi Bax Bp,, 
Dy; (t, ty) = L, i (ty, t); 
2» fallt ja nach (34) weg. Das Integralgleichungssystem 


(49) i= wl Lalt, third 


habe, falls (Z,;(t, t)) nicht identisch verschwindet, die Eigenwerte «“ und 
modifizierten Eigenimpulsvektoren j{*, orthonormiert durch 


(50) | jf jf de — 5°. 
Dann gilt nach der Hilbert-Schmidtschen Fundamentalforme]l 


(51) K(z, q) 2 K (a, E@) K(q, ce) 4 pa K (a, €@)K(q, E@) 4 


0 


” P - 1 «a= ° (a) . 
+ Ze,» K (x, &¢) K (q, &¢) + F (| wif dt)() prifat). 
oe" : ah 


Fiihren wir zum Eigenimpuls Viu j den zugehérigen Koordinaten- 
vektor ein 


(52) i= Vin j S.rir at, Ur V\u| | Bp, j, dt Parameter, 
mit den wegen (40) giiltigen Orthogonalitatseigenschaften 

(53) K(E®, p) =0, K(e°, 9) =0, J egy, dt =0, 
(54) K(E¢, y») = 0 


und setzen wir gy, an Stelle von gq, in (51) ein, so kommt 


A e 
(55) K (2,9) = "#!{ mirdt. 
Insbesondere gilt 
(56) K(g™, gy”) sig uw” P §7F 


Aus (51) kommt jetzt die Koordinaienvollstdndigkettsrelation 


(57) K(x, q) = 2 K(2, &)K (gq, ®) + 2 K(x, CO) KG, &) + 
+ Dy €,nK (a, 2) K(q, elo") 4 x sig uw K(x, op) K(q, o). 


a 
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Die Bedeutung der uv“ = yp, yo” = gy, vo =», j =j ganz zu er- 
griinden, setze ich*'") in (51) fiir (z,, y;) (G,,(t, t), Hyi(t, t)) als zulassige 
Funktionen von ¢ ein und erhalte die belastete Integralgleichung 
r ~ 1 ~ T y a 

(58) K (G;,, P:) - Galt, thar, yp; at UF, Bue Mx ™ a7 | Sairde = $i 
, 4 > : 

(59) K (S515 Pi) =fJut, thar; p, dt - Vix Paw Me = n 4 


wird als Impulsdefinition fiir “ = 7 hinzugefiigt. Dabei ist gemaB (39), 
Pp Z Z gelug g 


(38), (44a):2, (43),2 

(60) Jig = Ji, = — J HC? + J,,, V8, = VE, = — Z ne of + Vi, 
e = e 

Also gilt 


1 . 
in" a ™ K J, Pi) K (9, Ay,(t, t)), 
(61) K (91, H,,;) K (9, A, A) 
, - 1 
K (91, Hy) = [dt p.aimH ms(t, t) —% By, Ves = iy 


und 
(62) Ci5Z3 * uK(Y\u\ | Sim (t, te) im Cty, Dix (t, t)) 
os 
=p { Lim (t, te) Vielin dt, Vieli 
* 
sowie 
(62a) [yf zat = 


Aus dem Integralgleichungssystem (58), (59) folgt auf Grund der Eigen- 
schaften des Greenschen Tensors, <sts unter Beachtung des Sprunges 


von | & und der Differentialgleichungen 


(63) L, Gys.d * = 0, G, (“’, t) Yih U,;: 
BGs, Jug) = EEO EP + Z a G9", 
Jig, t) rin — Jug (4 OD = — ~ Bre ul? oe", 
sowie 
(64) L, (Uh, Vin) =0 Ui; _ Vie Uen> 
R; (Uh, Vix) = 2 x," EP ul? 4 ~ aii ge? vf”, 
Veo», - Ve Viz = — One — © Pay wi? of "” 


21a) Kirzer definiert man gleich durch die letzte Formel (61) den Impuls Xi 
zeigt (62) und auf Grund von (44), (45) sowie (53), (54) sofort die Differential- 
gleichung (65). [Anmerkung bei der Korrektur.] 


fii 


(6 


D: 
au 
sy 
he 


me OO 
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fiir ( 7 v, w das Differentialgleichungssystem 


L(y, z) = 9, Vi =Vintas Pi = Viner» 


(65) R° ; i . . 
i(P, Z) 7 L455 3, Zi Vih — Zi Vin UBne Ve- 


Dabei ist schon (53), (54), (62a) benutzt. Auf diese Weise erhalten wir 
auch sdmtliche normalen Lésungen mit uw + 0 des Differentialgleichungs- 
systems (65). Diese haben namlich, wie aus der zweiten Greenschen Formel 
hervorgeht. die Orthogonalititseigenschaften 


(66) fe g.dt=0, Jyz dt =0, 
(67) lu (f Ea; pj dt — Bry vy, ule? 0, dh. K(&, o) =0 
und 


(68) 7 | C!a,, yp, at | Q;, %; FEdt = pw vie” Bae Ve — UnBra wo”, 

d. h. 

(69) K (f°, ») = 0, 

und besitzen die quellenmaBige Darstellung (58). und geniigen der Integral- 


gleichung (59) fiir 7,. Dann folgt fiir j, ri die Integralgleichung (49). 


|| 


11. Fiir die Impulse 


(70) w= Hi 2 7) j C5 yinj?’ dt = y,— XL J (y, 7”) nie? 

gilt, wenn wir sie modifizieren, d.h. mit (c,,) falten: c,;,y, = 9, noch die 
Besselsche Ungleichheit 

(71) { o2de => F (| H,jPde)’. 

Hier steht bestimmt das Gleichheitszeichen fiir » = j®. Nun ist einerseits 
wegen (24), (25), (33) 

(72) j opdt = J(y) = J(y) — 2 Jy, 7)? = J(y) — X K(z, 2. 
Andererseits gilt wegen (33), (53), d. h. 

(73) J (Zz, @) = K(p, &®) = 0 

die Beziehung 

- I a)} ¢ :(a@ ~ a a) 7 (o') (a) (o’ 

(74) Viu@|} mde = J(y, 7) = Jy, 7) — 2 I (n®, f) Jy, 9) 


= J a RZ) dt + [18 o = wh K (2, 9). 


0 
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Also gilt fiir die urspriinglichen (,) die Impulsungleichheit 
(75) J(y) = Jesyydt = Z K(x, + Dw |K (2, 9). 


Diese Ungleichheit sowie die Koordinatenvollstindigkeitsrelation (5 
mit g, = x, gibt fiir die durch (4), erklarte zweite Variation 


- 
‘ 


} 


(76) Ty > E K(z, &)2? — 22 K(z, EK (a, C%”) - 


v0 


. 2 tn K (2, Ete" 2 4 x uw sig wu) K (x, yg). 


Es 148t sich auch J mit D zu einer J zusammenfassen, indem man 
v’ a o".@ 


(e” setzt. 


Ee") git” und ¢,,, = - sig 0 

Dafiir, daB J,, = 0 ausfallt, ist notwendig und hinreichend, daB der 
kleinste, mit positivem Signum behaftete normale Eigenwert >1 ist und 
gleichzeitig zu « = 0 keine Nullésung &“? gehért, fiir die zwar K(&*?) = 0, 
aber nicht K(é°”, x) 0 fiir alle zulissigen z wire. Mit anderen Worten, 
es kénnen dann nur Indizes 9° = 1, ..., m® mit 7{°’c,, = 0 vorhanden sein, 
die Indizes o’ und die GréBen £\*? miissen wegfallen; die Indizes 9” miissen 
alle ¢, 1 haben. 

Das Hinreichen dieser Bedingung ist klar; notwendig ist sie deshalb, 
weil einerseits fiir z = gy bzw. z = &” die Gleichheit 
(77) - Ty u sigu baw. Ty, é 
besteht und man andererseits bei einer zulissigen Funktion z der Klasse D’ 
mit einem K(z, &¢)+0 bei der Ersetzung z,|z, + A&* bei passender 
Wahl von A eine negative zweite Variation herausbekommen kénnte. 


12. Wie man bei der Ersetzung a,,| u‘"a,,, bei der aus y' 


|] wird, sieht, 


hat der kleinste positive normale Eigenwert u" die Minimumseigenschaft 
} £ ; } 


J(y) _ Seisyiys at 


(78 ; = a 
K (2) )a,;x,2,dt 


{ 


bei der Konkurrenz der zulassigen Funktionen der Klasse D’ von der Eigen- 
schaft K(z) > 0, 

(79) K(a, &) =0 und K(a, &“") =0 fiir alle &*” mit Eon +1, 
Hier tritt das Gleichheitszeichen fiir die zu uw" gehérigen Eigenfunktionen 
(%) ein. Analoges gilt fiir die héheren Eigenwerte «’’ und die negativen, 


vgl. Nr. 17. 


gilt | 
(80) 


(Imy 


bei | 


(81) 


heit 
(82) 


mie€ 
ste! 
(83 
Set 
(84 


d e 
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Nehmen wir weiterhin zunachst an, der Kern L sei allgemein””). Dann 

gilt (75) (polarisiert) als Glewhhew 

(80) j C5 YP dt = 2 K (2, &) K(q, &®”) +2 |) K(2, go) K(q, p™) 

(Impulsvollstdndigkeitsrelation). 


Wieder durch Spezialisation (9,, p,) = (@;,(t, t), H;,(t, t)) bekommt man 
bei Beriicksichtigung von (47), (58), (40c) die Fcurierentwicklung 
(81) = 2 (J meeraeee 4 SK (a, OO) EM + 2 Ka, YE 4 
\ 2 ey K (2x, Ee’ en rm sig uw K (a, yg) g” 
Wenn der Kern L* nicht allgemein ist, gilt in (71), (80) nicht das Gleich- 
heitszeichen, sondern genauer 
(82) J (y, p) Je. 5 Ye Py dt = } p, pdt 
Z (J wif? dt) (forh de) + Z (fo, i de) (J 9,4 ae). 


Die j‘®, j* bilden zusammen ein vollstindiges, abgeschlossenes nor- 


» . 
miertes Orthogonalsystem. Da somit jedes j = j® auf allen j® orthogonal 
steht, gilt in bekannter Weise*’°) 


* * * 
(83) 0 =| Lim (t, t)jim at J 1] Serltust)assBym(te, t) dty - Bar Bre Bem} inde 


Setzt man 


(84) 9; (t) { Sim (ts t) im at, 0» | Bin im dt, 
derart, dab 

f o, * * ce cuaeanl! 
(85) | eg, dt = 0, K(E"’, go) = 0, K(l*’, mo) =9, 


. . _ * > 
21b) Dies ist nur eine hinreichende Bedingung fiir das Fehlen der g; (84). 
’ 


Notwendig und hinreichend ware, daB der aus den (zu 7»‘*’, p\”’ gehérigen) modi- 
hi i ) 


gebildete Kern 


(rv) 


fizierten Impulsen pn, p 
os (v’) (o") 2 7 an (¥) 9 (¥) 
Li, = Ly + Lol oe’ + Lv,’ P 
0 ’ 
allgemein ist. 
2lc) Aus 
Ce sa) 
ly I; dt - 0 
folgt zunachst wegen der bilinearen Entwicklung des iterierten Kerns 
ese ((t »e@ * 
(83 a) } i; ZL’ (t,t) dt =0 und auch ji; LS tt, ) j,dtdt = 0, 
also 


* 
(t, ty) Lyyy (tes t) i, dt dt dt, = \(\z t) i, at) dt, 


ms 


o={ 


daraus folgt wie behauptet (83). 


_—, 


\ i, Lim 
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so kommt 


“” ~ > —. - ig ' 
(86) Harlt.thacsGpdt — By:Brare = 0, ah. K(H1, $,,) = 0. = 
- noc 
Aus der quellenmaBigen Darstellung (46a) der Koordinaten und Parameter 


einer zulassigen Funktion z der Klasse D’ ergibt sich vermége (85) (34) dann (94) 


(87) K(9, z) = j 0, ,2,dt ~% Braet = 0. 
Insbesondere miiBte gelten a _— 
(88) K(9, y) = 0. 


Z. B. bei positiv definitem K(z, z) kann es keine erginzenden 9; (t) geben. 


Genauer kann man sagen: Die erginzenden 9 fehlen dann und nur (9) 
dann, wenn folgende Eigenschaft besteht: 


(89) K(q, z) = 0 fiir alle zulissigen Funktionen z der Klasse D’ yet 
(H) { gilt genau fiir die zulissigen Funktionen (96) 
(90) qi = 2 cE", Cy» konstant. 
Denn aus der Voraussetzung (89) von (#) folgt 
(91) K(q, &) =0, K@,t®)=0, Kg, 9”) =0 as 


und daher ergibt sich beim Fehlen der og” nach (81) fiir g; die Fourier. (97) 

reihe der Behauptung (90) von (H). Umgekehrt kann bei Giiltigkeitvon (#) 

kein erginzendes ? vorhanden sein, fiir das ja, wie wir sahen (87) (98 

K(9, z) = 0 fiir alle zulassigen x, also wegen (85), doch q = 0 wire. | 
Ist insbesondere wie. im Teil I die Matrix (a,,) positiv semidefinit und 

Bax = 0, so ist die Voraussetzung von (H) mit 

(92) K(q) = 0 

gleichwertig; denn daraus folgt bereits a,,q,— 0 und daraus (89). Die (10 

Eigenschaft: Es gilt 


unc 

K(q) = 0 genau fiir die zulassigen Funktionen der Form bil 
qi = py Coo ge”) 

(10 


ist dann also mit dem Fehlen der g” gleichbedeutend. 
Unter seiner etwas stirkeren Voraussetzung 80 

(Hg): ,,Aus K(q) = 0 folgt fiir die zulassige Funktion g = 0 und umgekehrt“ (1¢ 

leitete Reid, 1. c.5), 8.516, die Existenz unendlich vieler Eigenwerte von 


I(1) her. . ne 
- 
Man beachte noch: Zu j, gibt es sicher wirkliche Impulse 7, so, daB = 
EF . * . 1¢ 
(93) (9) — bs 5 Qs Cords = CirXi ( 


gilt; denn wegen 0, ¢,, 0; = (v,¢,;)* folgt aus v,¢,,=0 auch v,¢,,;=0 und fal 


i“ij 
* 


7 \. . - 2 7 . , 
umgekehrt. ( * ist also ein zulissiges Funktionenpaar der Klasse D’. 


x (1 





er 


) 
) 
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Wir kniipfen nun wieder an Formel (82) an, die wir ahnlich wie (71) 
umformen kénnen. Wir benutzen einerseits (72), andererseits auBer (73), (74) 
noch 


oe . ile 
(94) [iindt=J¥,7 =Jly, Zz) — ZI (y, ©) J (ny, x) 
- J(y, x) = Ni leg 
wegen (33), (85), namlich J (7, 2) = Kg”, 9) 0. 
Setzt man wieder (q;, p;) = G,,. H,,), so wird 
. 3 ° ~ * * 
(95) [ide = Sr. jn dt =f Hy Com Xm At = 9: 
so da8 man statt (81) die Fourierentwicklung 
(96) 2, = 2 (fx, Ee de) Ee” + BK (2, 0) 8 + BK (a, FO) + 


" Ley _K(x,é Le ”) gee) + 2 sig u K(z, a) gh ZI (y, 7”) g”. 
o” 


\ 


Ist (y) zulassig von der Klasse C’, D”, so gilt 


(97) J(y, 2) = — J o Ry) dt + (psy 
Hat man sogar 
(98) Re(y) = —4,;X,, 2 1%, — Yi Yin = Bax Ux, wobei Xi = 7/,0,, 
so wird in (96) 
(99) J(y, 2) = K(X, 9). 


Geht man jetzt von ,,Belastungen‘ 
(100) g,=a,,X, mit K(é@, X) = K(t@, X) = K(E"”, X) = 0 
und den zur zulassigen Funktion X, gehérigen Endparametern U, aus und 
bildet y; = K(J,,, X,) oder besser 
(101) K (X,, Hi.) = y. 
so gilt im Spezialfall 


(102) K(x) = 0 fiir alle zulissigen Funktionen der Klasse D’ 


neben (78) fiir den kleinsten positiven normalen Eigenwert u“ noch die 
weitere Minimumseigenschaft 





103 in K(X) — 
(103) Min To pe, 
falls J(y) > 0 ist. 


Denn fiihrt man neben den Impulsen noch die Koordinaten 


(104) i= J (Ay, ¥:) _ {Ay Cim Ym dt 


Mathematische Annalen. 119. 
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ein, so gilt fiir das zulassige Funktionenpaar (y) das Differentialgleichung; 
system (98) sowie die Orthogonalitat 

(105) K (&@, x) = K (¢, z) = K(g*”, z) = 0 

und umgekehrt, vgl. (68), (69). 


Es sind jetzt dieselben Schliisse wie in Nr. 6 anzuwenden. Nur kommt 
an Stelle von I (81) 


I(y) = f (dt Xuan rH, (t,t) — UrBer Vasoscysdt 


(106) 
= [Xnan12, dt — Uy Bert = K(z, X) 


und, falls ; 
(107) X, = J (Ay, Y)) 
ebenfalls eine zulassige, zu den Impulsen Y, gehérige Funktion ist, statt I (84 
K(X) = | dt X,a,, | Hy: cim Ym dt — Us Berl Varcim Ym at 
2 f 92 Com Y,, dt = J(y, Y). 


Unter denselben Voraussetzungen lassen sich auch die Betrachtungen 
des EinschlieBungssatzes von Nr.7 iibertragen. 


(108) 


ITI. 
Kanonische Systeme, welche die sogenannten définiten selbstadjungierten 
Eigenwertprobleme der Differentialgleichung 2 ”-ter Ordnung enthalten, 
13. Die Differentialgleichung 2 n-ter Ordnung 
(n) 


(1) (— 1)*~! Ro(z) - (— a) 4 (a,, Fo Dyn = 


(nm —2)\(n —2) 


(a, 2 2 ) +-++-+(—1)*"'agz =0 
fiir zc = x(t), bei der die Koeffizienten c(t) > 0, a,(t) stetig sind und so oft 
als nétig stetig differenzierbar, ist die Lagrangesclie Differentialgleichung 
des Variationsproblems 

f 


1 2 (n—1)2 
(2) 3=|3s(-™ — G32" —.-.- ~ dot) dt 
= | Lit, z,..., 2®~, 2™) dt = Extremum, 


wie bekannt ist und nachher auch noch aus (14) folgt. Unter Einfiihrung der 
weiteren Variablen 


: , 3 
(3) Mo = 2, % = Zo = Z,..., m1 = Fg-3 = 2” 


1 
(4) Yra-1 = ae = L; 


-1 


wird 


(5) 


en 


Bn 
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wird 
, : u—1 
(5) re = } Lit, Zz, Bua) =|t(cy, ' Pa a, z;) dt. 


Die Bedingungsgleichungen (3) kommen heraus, wenn man als Hamilton- 
Funktion 
(6) H(t, tj, ¥i) = 4 (4,5 2%; + 2 bi; Le Ys Cis Ys Ys) 
K(t, 2, Yn—1) + Yo21 + *** + Yn-2 Zn-1 
nut 


(7) K L z, 1 Yn-1  ( (cy; 1 + La, 2; *) 


nimmt, vgl. Carathéodory, |. c.“), 8. 368. Dann lauten sie 


(5) L,(2, y) z H, L, — b,, 2; — Ci Ys = 


\a,_1 ig Ky 


(yo + K,, 


(9) R,(z, y) Yi a i H, Yi T a; ; %; T bi; Yi ly K ‘ y 
iT az; i-—1? 


daneben gestellt, lautet die Formel fiir die erste Variation unter den Neben- 
bedingungen (3) 


(10) 53 = f (Cs ys Py — Gey Be qs) At = - f(ys Liq, v) +a Riley) dt+ (yg 


e 


} (Cyn—1 Pa—1 » a, x; qi) dt ; 


dabei ist 62, = q;, dy; = Py gesetat. 
Wahrend L,_,(z,y) = 0 und R,(z, y) = 0,1 =n—1,...,1, dh 


(1) gaa ot 


Yn —2 * - Yn-1 =e K. —(c1 2) : ‘Ke, 
ys -3 = — Yn-2— Ks, (o-22™) + Ke c< Ke, , 
(12) : 
he - _K = (—1)"~?( _ yO-D . wiem-H wwe 
Yo ™ Yi zy (c Lt ) ' 2_—1 | 


+ (- 1)" K,) 


eigentlich nur die Definition von ¥,_1, Yn-2,---+, Yo enthalten, ist die 
Ote Gleichung 


(13) 0 = Ro(z, y) = Yo + K,, _ (— | ((c~2 a) 4 K*- 


7-1 


— Ke-% 4....4 (—1)K,, + (—1)"*'K,,) = Ro(z) 


7n—2 
aquivalent zur urspriinglichen Differentialgleichung 2 -ter Ordnung (1). 
4* 
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Unter den Nebenbedingungen Ly = ---=L,_,= R,_1 =-+--=R, 
= 0 ist 


(14) d83 = ~ } qRo(x) dt + [ys ado 
und wegen der Symmetrie des in (10) links stehenden Ausdruckes in (*), (2), 
(vgl. 1. ¢.2) (1.5), y? 


(15) fqeR.z, y) — 2, R,(q, p)) dt - {(qRo(z) — @Ro(q)) dt = [gy — % Pah, 


(*y) @ 
also auch in den urspriinglichen Endvariablen z*, g* ein bilinearer Ausdruck 


(hier ist 2 = t geschrieben). 
14. Beim Eigenwertproblem muB8 man den Fall ins Auge fassen, daB an 


Stelle von a,, = a, 5;,| (a; + t k,) 4,; kommt, also die mit dem Parameter 1 
versehene Differentialgleichung 


(16) (— 1)" ' (Ro (2) + tx RO (x) =(= 2) + (aya + ky —1) gh he-D 5 


+ +++ (—1)*"' (qo + th) = 0. 


Kamke schreibt |. c.1) III, 8. 251, die mit (— 1)" multiplizierte Glei- 
chung (16), mit 4 statt r, 


(17) F(z) = AG(z), F(z) = — Ry(z), G(x) = RY (2), 

(18) f, =(—1)" =; fe = (— 1)'t) a, g, = (— 1 ky, § = 0,...,8—1. 
Dazu kommen als Randbedingung 2 linear unabhingige Gleichungen 
(19) U,(z) =0 


fiir die Endwerte 


(n-1) (n-1) 

99 Pricey # ee 
( ) (n) (22-1) (n) (2n-1) 
Porc Pri vcss O 


Die Gleichungen (19) sollen identisch in t beziiglich der Differential- 
gleichung (16) selbstadjungiert angenommen werden, d.h. fiir zwei Werte- 
systeme 2, g je von der Form (20) soll der Ausdruck rechts in (15) verschwinden: 


(21) CAP = 2: Pibmo = 0. 


@ (i) 
Die Gleichungen (19) besitzen im Raum der 4 Variablen (20, x; 
(a+) M+ 
mm, zi ), i = 0,..., »— 1, eime 2 »-dimensionale lineare Mannigfaltigkeit 
(22) x = Yin Ua, s=0Q,l, 


(n+) 


(23) a? eee h=1,..., 2m. 


Dat 


/@ 


a 
(i) 
wi 


Ma 
(24) 
wir 
(22 


kor 
als 
(22 
(25 


Ra 


die 
ind 


(2€ 


‘1 
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0 _ i 
Dabei habe die Matrix (’*), ( FI : i: re 'Y, den Rang r, die auf den 
() 
od ; : , a , ‘ , 
@ | eum projizierte lineare Endmannigfaltigkeit sei also r-dimensional. 
qi, 
Man kann dann neue Parameter u, (h’ = 1,..., 7) einfiihren derart, daB 
0 , 0 
yin\ _ (vin 0 
24) = 
(i) Ci 0) 


wird. Mit erginzenden Parametern u,,, (hk = r +-1, ..., 2) gilt dann weiter 
(22), (23), wobei (t,) = (té,,, %,,) ist. 

Zu x = a, nehmen wir nun die durch (11), (12) gegebenen kanonisch 
konjugierten Impulse y,_;,..-, Yo, die jetzt lineare Funktionen von z,..., 


2™-) o™ |... 2@"-» mit Koeffizienten ersten Grades in t sind. Es tritt 
also neben 
(22) at = ytnth 
(25) ¥; = dint = (dir + 105 ,) Up. 
1 


Die identisch in t geltende Bedingung (21) der Selbstadjungiertheit der 
Randbedingung hat fiir irgend zwei Lésungen (y) (“) von (19) zur Folge 


die Symmetrie der Matrix (stets sei der im Alphabet friihere Buchstabe Zeilen- 
index, der spitere Spaltenindex) 
0 
~ se Vik) +p O 
(26) (894, — d5,) (7) = (fave — Stn Vie) = (Ole Yin — Oe Yin) = (Pre ob 


Vik 
wo 
(27) Bue = Bee +t Byes (Bred (Bex) symmetrisch. 
0 1 0 1 

Nennen wir von jetzt an h’, k’ einfachh,k=1,... 7, und Bax = Bre, 
Bar = *ax, 80 tritt zu . 
1 

a? = yinta, T= Vint 
y; vin = yi Vin = (Bae + T %nx) Ue. 
Das ist die Morsesche Normalform (vgl. |. c.12), 8.86) der Randbedingung 
fiir den neuen Fall, daB diese den Eigenwertparameter enthialt. 

Fiir k,_; = +++: =k, = 0 enthalt die Randbedingung nicht rt, es ist 
%n» = 0. (28) ist die Randbedingung, End- und Transversalitatsbedingung, 
die zur Differentialgieichung (16) dazukommt, d.h. allgemein formuliert zu 
einem kanonischen System der Form |. c.*) (17. 2) 

L,(z, y) = 0 

R, (x, y) + thy a, = Ys + (Qi5 + t k,;) t+ 6,,y, = 0. 


(28) 


(29) 
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Auch auf diese den Parameter t noch in der Randbedingung enthaltende 
Form des Eigenwertproblems (29), (28) kann ich, wie ich zeigen werde, die 
Methode meiner friiheren Arbeit |. c.2) tibertragen. Vorauszusetzen ist dabei 
zunachst, daB ein mit ag < 0 gebildetes System (17. 1) 

(30) L, (x, y) = 9, a) = inte, % = int 

RE (x, y) + G02, + 1 (Ai; — 40944); = 9, YPrta— Yivin= HBr 
einen kleinsten positiven Eigenwert u”’ > 1 hat; dasselbe gilt dann bei 
jedem ag < 0, vgl. 1. c.*) Nr. 13. 

Eine etwas allgemeinere Definitheitsvoraussetzung wiirde fiir das all- 
gemeine kanonische System (29), (28) lauten: Es sei das (auf Grund von 
Anm.*!) wesentlich von den Impulsen, aber evtl. auch von den Koor- 
dinaten abhangige) Funktional 


(31) 1 =I (y) =1(y, y) = Baetate +f (Coy ¥e¥s — G5 % 2) dt [0 


fiir jedes (30), geniigende ,,zuldssige Funktionenpaar (*') der Klasse D’, 
(3) 
vgl. II (3), und fiir die (zu tr = 0 gehérigen) Eigenfunktionen ( 7+) = (io ), 


B= 1,...,m, von (29), (28), bei denen nach I (44) in (31) das Gleichheits- 

zeichen steht, sei auBerdem, wofern nicht alle z,=0 sind, 

(32) K (2) = K(x, z) = | kj, 2, 2,dt — xy,%u, > 0 

(letzteres kann man statt + 0 und von gleichem Vorzeichen voraussetzen, 

indem man nétigenfalls r| — t ersetzt). Im Spezialfall (16), (28) hat man 
n—l 


1 . , g 
(31a) I(y) = Bau tt, ty + j (— m2 D> a2! 8) dt > 0, 


0 
n—1 
(32a) K(z) = | 2 k,x'* dt — xyy te, uy > 0 fir ce = go, B =1,...,m. 
0 


Die Voraussetzung (31) ist, (13. 1), gleichwertig mit u«“’ => 1, kann aber 
vermége (32) auf vu > 1 zuriickgefiihrt werden, wie die etwas weitlaufigen 
Stérungsbetrachtungen der folgenden Nr. 15 zeigen; diese sind nicht nétig, 
wenn die mit «’’ > 1 aquivalente Voraussetzung der eigentlichen Defimitheit 
mit > 0 in (31) gemacht wird. 

Die letzte Voraussetzung (31), (32) ist derjenigen nachgebildet, die 
Kamke, 1. c.1°) ITI §. 252, im Spezialfall (17), (19) macht. Ist spezieller (i) 

‘ 
von der Klasse C’, D’, d.h. 2,, 2, y, stetig, y, abteilungsweise stetig, 
z also 2 — 1-mal stetig, 2 m-mal abteilungsweise stetig differenzierbar und 


geniigt es sdmtlichen urspriinglich gegebenen Randbedingungen (das sind die 
von Kamke |. c. zugelassenen Funktionen), so kénnen wir. durch (3), (11) die 


80 


(3 


nde 
die 


bei 


D’, 


ts- 
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von t unabhiangigen Variablen 2}, ..., 2,1, Ym—; sowie durch (12) die in t 
linearen Variablen 
(33) y=¥+ry 1=0,...,.8—2, 


einfiihren, und es gibt die Identitat (10), (14) die in t identisch giiltige 
Gleichung 


(34) [y% aji + (cc; Yi Ys — (G5 + Th,;) a, 2,)dt = — | 2(Ro(z2) + t Rf (x))dt; 
da bei c,; = ¢4,_;,; und (11) im links stehenden Integral der erste Term 


von t ganz unabhangig ist, ergeben sich mit Beriicksichtigung der Rand- 


bedingung (28) die beiden Gleichungen 


- / F(x)dt 
(36) (y) J 2 Ro(2) dt j= F(a) bei Kamke ) 
(36) K (a) | RY (2)dt \= | wG(a)dt . 


Es folgen nun aus unseren Annahmen (31), (32) die Voraussetzungen 
(31 b) { « F(x)dt = 0 fiir alle von Kamke zugelassenen Funktionen z(t) 


sowle 
(32 b) | G(x) dt > 0 fiir die z(t) mit j a2 F(x) dt = 0. 
Gilt umgekehrt fiir jede zulaissige Funktion der Klasse C’, D’’, die allen Rand- 
bedingungen (28) geniigt — d.h. gulissig im Sinne von Kamke, ist — 
die Ungleichheit (31a), so mu8 auch (31) fiir alle zulissigen Funk ..nen der 
Klasse D’ bestehen. Denn der kleinste positive Eigenwert des Problems 
17.2 L,(x, y) = 0. a! = Yintns 2 = Yin ns 
(17.2) i 

Ri (a, y) + 41%, + F (ayy — 41 5,,)%, = 0,  ¥f n— Yi vin = Pre 
mit geniigend groBem — a, > 0 ist sichr tT >1. Sonst, d.h. fiir tT <1, 
wire fiir die zugehérige Eigenfunktion, die allen Randbedingungen (19) 
geniigt und 2m-mal stetig differenzierbar ist, wie wir w 1|.c.%) (17. 25) 
gesehen haben, 

I = |r| -sigt” <0 

im Widerspruch zu (31). 

15. Wir kommen zur Stérungsbetrachtung zwecks Erweiterung der Vor- 
aussetzung. Die Definitheitsvoraussetzung (31) ist nach (13.1) mit wu >1 
; , (8) , : , ; ‘ 
gleichbedeutend. Gibt es keine (Zin) so ist «’ > 1 und ich bin bei meiner 
Voraussetzung bzgl. (17.1), d. h. (30). Kommt statt dessen (32) hinzu, so 

kann im System (29) statt 


(37) yy + Thyy | ay, — ekyy + (t + e)hyy = yy + Thy, 
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und in der Randbedingung (28) statt 


(38) Bre + T*nx | Bux — %ne + (tT + &) Hane = Bug + Tax 
geschrieben werden. 


Das (30) entsprechende System 


L(x, y) = 0, Ti = YinUar T= ya Mr: 
(39) ) a 2 0.0 ee ~ 
R? (x, y) + do 2; + H(A 5 — 49 9;;)2,= 0, yf ys — Yb vlna = MBne te 


mit @,; = a; — €kj;, Bar = Bor — €%n, hat dann den kleinsten positiven 


Eigenwert 1) > 1, wenigstens wenn e > 0 geniigend klein ist. Denn bei 
stetig anwachsendem ¢ spaltet der m-fache Eigenwert vu“ = 1 in m reelle 
Eigenwerte «(y= 1,...,m) auf. Ihre Lage zu « = 1 1aBt sich nach 


bekannten Methoden der Eigenwertstérung berechnen22). Man setzt einen 
gestérten Eigenwert u"? = 1 +0, eine zugehdérige Eigenfunktion bezeichne 


ich mit (\) Dann wird die Differentialgleichung 

L(x, y) = 0, 

R,(z, y) = R? (z, y) T+ a; z; bs a(a;; - Ao 0; ; ~ é k;;) Z; 'T ek;; q, 
und die Randbedingung 


(40) 


0 


0 1 1 
z; Vin Un» Ze= VinYn> 
(41) 0.90 


1,1 
Yi Vin — Yi Vin Bre te + O(Bre — €%nx) Uy — EXpy Uy. 
Mit Hilfe des zu (30) mit u = 1 gehdrigen erweiterten Greenschen Tensors 


6;; 9. j U, ; e . . = £ ° ‘ 
»(= ~), (4.25), ergibt sich fiir ine Integralgleichung. Gegen- 
(5, R,,) (3, as (,) nie — ae 


liber der gelaufigen Form ergeben sich jetzt noch Zusatzterme, wenn wit 
namlich 


(42) q = Gilt, t) Gis(t.t), Pr = Halt, t) = Diult,t) 
bzw. 
(43) V1 . Sirlt. t) H.;(t, t), Ps = Kirill, t) Ri, (t, t) 


einsetzen in den auf der rechten Seite von (1.5) vorkommenden Grenztermen: 
1 . Se 8 1 
(9:4: — Prtilo = [yt vin Une — PI Vth “al, = 6 
= — O(Bax — € %nx) Uy Ung + € X%ng ye Uni 


und entsprechend mit %,, statt U,,. 


(44) 


**) F. Rellich, Stérungstheorie der Spektralzerlegung. I. Analytische Stérung der 
isolierten Punkteigenwerte eines beschrankten Operators, Math. Annalen 113 (1936), 
S. 600—619; vgl. auch E. Hélder, Uber die Vielfachheiten gestérter Eigenwerte, 
Math. Annalen 113 (1936), S. 620—628. 


(45) 


(46 


mit 


Po 


we 


re. 


lle 


er 
)» 


e, 
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So kommt insgesamt die Integralgleichung 


(45) y= Le, PY” — (0(Bre — & %nx) — € ne) Ue Ung + 

+ j G,1(0 (41; — 4 d,, — &k,s) — ek,,) x, dt, 
(46) ys = X gz” — (o( Bre — &%nz) — & Xn) Ue Bay + 

+ f S.r(olar, — dq d,, — €k,,) — eky,) x, dt 
mit 
(47) = f(a, i TY: xu) dt. 


/ x. 
Die weitere Behandlung liefert (y,) zunichst als Linearformen in c, mit 
\7t 


Potenzreihen in ¢, o als Koeffizienten. Damit (i) auch Eigenfunktionen 
Yi 


‘ »(B) 
werden, miissen sie den aus (50) mit (%) = (0) folgenden Orthogonalitats- 
relationen 
of of py? (4,5 — 49 5y5 — € ky 5) wy dt + e | gk, 2, dt = [q, ys — Ps Ho 


= wigs ~ Bier: vf” + EXn, Uy vf 


geniigen. Die Diskussion dieser Verzweigungsgleichungen liefert o als Potenz- 
reihen in e. Nachher ergeben sich auch ¢,(e) als Potenzreihen. Wichtig ist 
fir uns nur die monotone Zunahme aller y‘” 
eine ganz bestimmte zum Eigenwert p” - 


—— 
funktion \y) 


mit ¢; sie ergibt sich fiir 
uy (e) = 1 +0 gehorige Eigen- 
+X ' , — 

(% y) mit bestimmten cl, wenn wir (48) mit diesen c} 
Hiv 46 , 
falten. Dann berechnet sich der Eigenwertzuwachs o aus 


(49) 0 (J 9f (ay — a0 day — & es) (95 + X,) dt — 0 (Bue — €%ax) (0 + Ue)} - 
r if Gi kes (gj + X,) dt — UV, %ae (OE + U,)| = 0. 

Dabei ist das Anfangsglied im Koeffizienten von o 

(50) { gl (445 — do 5:3) 9} dt — Bax ,% = 205" > 0. 

Also ist wegen (32) fiir hinreichend kleines « > 0 

(51) o>0, g™>1. 


16. Beim Evxistenzbeweis der Eigenwerte und Eigenfunktionen denke ich 
zuniichst die Voraussetzung uv” > 1 erfillt. Eventuell mu8 man dann in 
den Endergebnissen statt a,;, Bre, T|4;;, Bax, tT schreiben. Es kann aber 
die GréBe a, = 0 gesetzt werden, vgl. l.c.*), Nr.17. Die dort stehenden 
Formeln lauten nun, teilweise modifiziert folgendermaB8en: Fiir die (8), (22) 
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geniigenden zulissigen Funktionen gilt jedenfalls bei hinreichend groBem 
ao > 0, bei dem die Form A — B, vgl.1.c.%), Nr. 15, abgeschlossen ist, 
nach der polarisierten Relation (17. 3) 


I(y, p) mene vs j (C5 Ys Py — 45% q,) at 
2 UX) (MY) = 2 EY = (XY) 


mit den |. ¢.2) (9. 11) erklirten zu x bzw.g gehérigen Vektoren (X”) = X, ¥ 
des Hilbertraumes und den Eigenvektoren I = (I). Dabei ist nach (17. 


(52) 


4) 
(53) X¥° = (KX) = sig wh Yu —1| (f (a5 — 0054, 2 dt — Bun unre”), 
und, indem wir « fiir nachher aufsparen und dafiir v schreiben, 

(X”’) = X, analog (Y’) = 9, 
(54) GH? = |u —1p 8g, O =u — 1p ty 
mit den nach (10.12) orthonormierten normalen Eigenfunktionen ¢‘*’ (t) 
von (30). Es gilt fiir jede zulissige Funktion der Klasse D’, (17.5) 


(55) 2; (t) 2x 9; (t). 

Daher ergibt sich, (17. 9), fiir 

(56) K (x, 2) = Q(%, X) = (xy 
@tTt 


eine Diagonalform, deren Variable im wesentlichen die Fourierkoeffizienten, 
(17. 14), 





(57) K (x, @ - Vie | (ery = Ne 10) x09 


mt z'*) 
beziiglich der Funktionen, (17. 12), 
(58) Dp (t) iv” [20 ¢ 9; (t), vx die Endparameter 


sind. Dabei gilt die eiaiebibins 3 17. 15), 


(59) K(@™, o) | ky, DO. OP dt — xy, vo vf? = sig ce 5*°. 
Also sind die Integralformen (17. 16), (17. 17) 
(60) K(x) = j ky % &, dt — xp tty Uy 

=Z sig (| kp, 2, OO dt — xqy uy vO, 


« 


(61) T(y) = Brine 4 J (eis Ye Yy — ees 2) at 
= (EX) = VIR? + TM XP > J (I FP 


a 


= Ee | (fhe, 2, OO dt — xny uy ve. 





Unter 


(65) 


Dabe 
(66) 
sowle 


(67) 


(67a) 
somi 


(65a 


letzt 


von 


(68) 


Dah 
Wei 


(684 
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Unter Einfiihrung der bilinearen Reihe (17. 20) 


(@) (a) 


a _- 22 _ Paws 
(62) 6;; = 2 a” 1 - 2 Pi; 
in (57) ergibt sich die Integralgleichung fiir ®“ = ®, (17. 21), 
(63) O,=t | Gi: ki, ®, dt — xy pp Ups Dy}, 
(64) X,=t (1 3,.k:, ®, dt — ty yp By i Dy}; 
(17. 22), und schlieBlich das Differentialgleichungssystem (17. 23) 
E,(, X) = 0, D,(t*) = yty |] Une hay Dy dt-— rey pe Uprn Dp} 
(65) = Yin Pr ™), 


R,(P, X) + tk, P, = 0, i Via — Xj Yin = (Bae + T nz) De. 
Dabei ist beriicksichtigt (4. 28—29) 
(66) Sys(t, 0) yn — Dye (ts O) vin = Vay C, t) yon — Bis OS O vin = Baw Uns, 
sowie analog zu (5. 11—14) 
(67) Bae tis = Previn Uew Yon (By i ven = By i vin) +7¥,, 8 =0,1. 
Das ergibt 
(67 a) Bei Yn sc Bi i Vik = Bre Un — On n> 
somit 
(65a) XPy2,—Xivyin=Tt j Bux Werks, Py dt — xy ee (Bre Ura — Onn) v, | 

= Bae De + T %rnx De, 

letzteres wegen U,,, = U,,,, (8.7). 

Mit (58), (64) erhalten wir auch alle Eigenfunktionen von (29), (28). 
17. Zum Nachweis der Minimumseigenschajft der (positiven) Eigenwerte 
(29), (28) bilden wir noch aus (61), (60) analog zu (12. 7) 
(68) Iq = I(y) — K(2) 

= (Bai + %nx) Un Ue + | (Ci 5 Ys Ys — eg Me Dy — ky, 2, x,) dt 
Sj 2 (|r| — sig ce) K (x, O)2. 

Daher bedeutet I,, => 0, daB der kleinste positive Eigenwert tr” > 1 ist. 
Weiter ist 
(68a) I, =I(y) — K(2) > (1 = ) « x) Zz (#1 x)2 


(a) 
a t a 


von 





1 
2 (1- <a) L(y), 


28) 1. c.*), 8. 239, (17. 23),.; es fehit in (17. 23), vor { } der Faktor t. 
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wenn t” der kleinste positive Eigenwert von (65) ist. Also gilt die 
1 . . sig 

(68 b) =) I(y) >} K(z), gilt 
d.h. | 
(69) I(y) Brie Un Uy + | (C5 Ye Ys — Qyy B 2;) dt rs 
=> (| ky, ©; ©; dt — xyy Uy, %) = 1 K(x); gelt 


das ist die Minimumseigenschaft™*) des kleinsten positiven Eigenwertes’ 1” gefc 
) po g 


bei der Konkurrenz der zulissigen Funktionen der Klasse D’; das Gleich- Det 
heitszeichen tritt in (69) nur ein fiir die zu +” gehérigen Eigenfunktionen, 

Eine analoge Minimumseigenschaft gilt fiir die héheren Eigenwerte, (74) 
etwa den y-ten positiven Eigenwert tr” (r = 0 ist kein Eigenwert unter den 
zunichst gemachten Voraussetzungen). Stellen wir namlich bei (68a) die alsc 


Nebenbedingungen (I*’X) = 0, « l... y-—1 Gh. den 
: wie 
(70) K(z,0) = J kj, 2,O? dt —x,uvf =0, a=1,....y—-1) Ma 


so besteht die Beziehung (68a) mit der ersten Summe Z und mit r” (75 


a=y 
statt r”. Also gilt wieder die Ungleichheit (69) mit rt” statt r” oder: hat 
(71) rt” = Min I(y), (76 


und zwar unter den Nebenbedingungen (70) und K(z) = 1. 


Da 
Handelt es sich um einen negativen Eigenwert t”’, so setze man 
e ? = — “g™, b,, k,, und xp, %,x in (71). Es gilt dann 
‘ (77 
(71a) I(y) > ~r'? (| ky; a x, dt Xing Up Uy) = TK (2). 
Wenn jetzt K(z) = — 1 gilt, ist T(y) =>|t~”|, und zwar vel 
, * 
(72) gn Max I (y)/K (2) Bi 
fiir zulassige Funktionen z mit K(z,®) = 0, a= —1,...,—y+1 und) (7% 
K(x) < 0. 
Unter den Voraussetzungen (31), (32) wende ich die erhaltenen Resul- | wo 


tate auf das durch (37), (38) hervorgehende iiberstrichene System an und 8i0 
bekomme bei den Nebenbedingungen (70) zunachst (69) mit a,,, B,,, Tt” ve 
statt a; ,, Bax: 1”, also (7! 
(73) (Br — €%nu) Un Ue + j (C5 4s Ys — (a5 — ek,,)) x, x, dt 

> (r” + e) (lk, ©, ©, At — xpy hy Uy), 
d. h. wieder (71) mit denselben Nebenbedingungen (70) und de: Normierung 
K(z) = 1. Dabei spielt der m-fache Eigenwert t = 0 dieselbe Rolle wie (8 


%a) Am kiirzesten folgt sie bei der Ersetzung k, ;|t") k, ,, bei der aus zt) |1 wird. 





-— 


le 
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die positiven Eigenwerte: 0 = tr? =---=r" < e™*Y <..- erhalten 


sigt” = +1. Fiir die negativen Eigenwerte ---S ro? sr%<0 
gilt die Maximumseigenschaft. 

Im Gegensatz zu Kamke, |. c.1°) ITI, 8. 261, Satz 3 (d), braucht hier unter 
der Voraussetzung (32) fiir die negativen Eigenwerte (und bei der Voraussetzung 
K(¢) < 0,8 =1,...,m, wiirde dasselbe fiir die positiven Eigenwerte 
gelten) keine Orthogonalitét mit den zu t = 0 gehdrigen Eigenfunktionen 
gefordert zu werden — sie ergibt sich von selbst bei der Extremalfunktion. 
Denn aus t = 0 wird t > O bei der e-Stérung, wahrend 1” < 0 bleibt. 

Ist speziell die Integralform 


(74) K(z) = 0 fiir alle zulaissigen Funktionen der Klasse D’, 


also definit in der Ausdrucksweise von Morse, |. c.12) b), 8. 534, so kann man 
dem Rayleighschen Minimumsprinzip fiir den kleinsten positiven Eigenwert 
wieder wie in Nr. 6,12 ein zweites Minimumsprinzip an die Seite stellen. 
Man bildet zu den Belastungen 

(75) g, = k,, X,, wo X, Parameter U, und K(g”, X) =0 

hat, die Impulse 

(76) Yi . K (3,:, X,) — j 3,2 %im Xm dt — BF, “hk U;. 


Dabei ist ahnlich wie in Nr.3 der in Nr.15 benutzte Greensche Tensor 


0 
0 


= , De , 
ner 6) § . , Kier  G,,) — = K (9; » Dis) 
(77) (33) in (¢ &) mi * fy %, dt = j yf” Ri; dt 
verwandelt worden. Die Endparameter von 9; = %., bzw. 2, = 9.5 sind 
B*, bzw. B,,; bei ©,, analog ut, , bzw. Un 5, ut, = =U,,. Dann gilt auch 
K (X) _ a) 

Tiy) ~~ * 


wobei zur Konkurrenz alle zulissigen Funktionen der Klasse D’ zugelassen 
sind, fiir die K(g,X) = 0 und in (78) der Nenner > 0 ist. Der Beweis 
verliuft ahnlich wie in Nr.6. Setzt man 


(78) Min 





(79) y= K(G,,, X,), u, = K (Uni, X,), 
so geniigen (¥) den Differentialgleichungen 
t 
L,(z, y) = 0, P=y,% o=yi,um, K(g, 2) =0, 
(80) Ry(z,y)= —kiysyX,, yf vin — Yt Yin — Brett = “ne Uy, 
j yy? y,dt = 0. 
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Aus (1.3) folgt zunachst 


wr . 7* 
qT; j {D; tCim m Gi 11» Ly} at T Uy Bre Ue 

(81) ta - - 
Uy | dha Ym — Uni Gim Lint At + tty Bye Up. 


Statt 1(81) steht jetzt 


(82) I(y) = uy Bre ( (J Merk en tt ~ Rea 0y4 
~ | dt{yc “Al Suan X,, dt — B%, x, U,) — 
a,5(f $s kim Xm dt — U*, xn, U;)} 
rs 2 uy Xn, Up = K (2, X). 
Man kann ~ zunichst weglassen, dann %,, (t,t) = §;,; (t,t), 


Uy, = Urs, BF, = Bas, UP, = Un, U,, setzen und schlieBlich ~ wieder 
zufiigen. 


Ist X, zulassig, zu einem Impuls Y, gebérig, so gilt (79) sowie (81) auch 


mit X,, Y, und es kommt statt I (84) analog 


(82a) I(Y\y) = K(X). 


In diesem Fall K(x) => 0 14Bt sich auch der Weinsteinsche EinschlieBungs- 
satz 4) herleiten, indem man aus einer zulassigen Funktion X sich y und z 
konstruiert und a, B? wie in I (85) bildet. 


Es tritt jetzt an Stelle von &@”| go, g™|O, up! ce, R? (y)| R, (z, y). 
Dann kommt wieder (93). 


Falls (k,,)~} existiert und x,, = 0 genommen wird und die zulassige 
Funktion z allen Randbedingungen (19), bzw. (28) identisch in rt geniigt, ist 


(83) 2 jk; R, (2, y) R; (z, y) dt . { 2; R,(z, y)dt 
* =_— a =O 
B [k, x,2,dt ‘ [ky 2, 2, dt 





Man hat dann das durch (80) bestimmte X, zu nehmen. 


18. Um den Entwicklungssatz herzuleiten, polarisieren wir (61) beim 
iiberstrichenen System zu 


(84) I (y, P) - Buz Ur Ux T | Ces Ye P; a, ; £,q;) dt 
Le ([k, 5 UDO dt — x yy ty OY) (| igs Ge PO — xan ry OY) + 
+ & (*1) (19) 

a 
*) Fir die Differentialgleichung 2 n-ter Ordnung vgl. E. Kamke, |. c.™). Kamke 
hat hier, 1. c.") III, Satz 7, die scharferen Voraussetzungen der engeren Definitheit, 


> Oin (31) und der Klasse C’, D’’, d. h. 2 n-malige stetige Differenzierbarkeit der zu ent- 
wickelnden Funktion z (¢). 


und 
der 
las: 


(85 
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und setzen fir (# ) = (Ss), den auf das iiberstrichene System beziiglichen 


Pr mh 
Tensor, ein. Dann kommt unter der Voraussetzung der Abgeschlossenheit 
der Form Q(X X) die gleichmaBig konvergente Fourierreihe fiir die zu- 
lassige Funktion der Klasse D’ 
(85) a,(t) = J sig ro K(x, DO) D\ (t) 

2 sig tr ( fies 2D dt — xny Up v&’) Di" (t). 


; a: .. (PP) (gy oes a “oe 
Dabei sind die m mit (xu ) = 4”) multiplizierten Glieder mit sig 0 = +1 


aufzufiihren (allgemein gehen die zu t = 0 gehdérigen Kigenfunktionen alle 
mit demselben sig K() ein. 

Im Spezialfall der Differentialgleichung 2 -ter Ordnung ist die Reihe 
. : ; ( a’ 
fiir z= 2 (m—1l)-mal gliedweise differenzierbar, es ist ®\ - ——" 

é 

i= 0, ...,.n—1; K(z,®) ist nach (32a) zu bilden. 

Die Abgeschlossenheit von Q(X X) besagt, daB eine zulassige Funktion (3) 


mit 
(86) K(q, z) = 0 fiir jede zulassige Funktion (1) 
in ihrem Koordinatenteil identisch verschwindet: 
(87) q, = 0. 
Denn q wire speziell zu allen Eigenfunktionen orthogonal 
(88) K (q, 2’) = 0, 
so da8 der bei Abgeschlossenheit giiltige Entwicklungssatz (85) ohne weiteres 
(87) gibt. 
Umgekehrt hat die (im Spezialfall von Kamke, |. c.1°) III, 8. 275 formu- 


lierte) Bedingung, daB aus (86) stets (87) folgt, die Abgeschlossenheit von 
Q(XX) zur Folge. Sonst gabe es ergiinzende Vektoren *! und Funktionen 


7. if”? (t) 
(89) *@,(t) _ > *1, 9: (t) —_ > pm fhe. sound 


= Vin —1| 
fiir die aber nach (56) 
(90) K(x, *®) = 0 fiir jedes zulassige x 


gilt, also nach der Voraussetzung (87) doch *O, = 0. 
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Ist K(x) positiv definit, so daB 
(91) K(z)=0 auch z=0 


nach sich zieht, ist also z. B. die Form k,,z,2z, eigentlich positiv definit und 
%nx = 0%), so folgt aus (86), d.h. K(g, z) = 0 fiir jede gulassige Funktion z, 
also insbesondere aus K(qg, q) = 0 sofort q = 0; Q ist daher abgeschlossen. In 
diesem Fall braucht iibrigens (31), d. h. u@’ > 1 nicht vorausgesetzt werden, 
da bei hinreichend groBem «> 0 stets f > 1 wird. 

Bei nicht abgeschlossenem Q lassen sich die erginzenden Linearformen 


(92) (MX) = 2X” 
fiir eine zulissige Funktion 2, der Klasse C’, D’ noch weiter ausrechnen. Es 


folgt fiir (53), wenn wir in (30) statt ~« = 1 + (« — 1) setzen und (1. 5) beriick- 
sichtigen, 


yi ue e?—1 1|x” - = (un — 1) (f(a, 4 — % 945) 2G; dt — Buy Uy vf’) 
=— i} 2,R(g™, 7) dt — (u” —1) Bag ty vf? 
(93) — J of Ry x, y) dt + [gf y, — 2? 2g — (ue — 1) Bra Uy vy” 


sali j ¢} R,(z, y) dt — (y; Yin = y} Yin : a 
Somit ist 








a'¢) (») 
(00x) = —[ ST Re, y) dt - 
iG Oy 
+ 12) 
(94) — (Y2 Yin — Yi Vin — Bre Mx) > 
Via — 1) 1 


[roe R,(x, y) dt — (y? y?, — yb vin — Bue tee) te. 
Gehért zur Greenschen Funktion 


G,i(t, t) = H(t), Herlt, t) = yilt) 


(r) 
vermége (17.20) der Vektor 3 = (——) = (9\”) des Hilbertraumes, 
ye’ —1 
so ist analog zu (12. 6) 
(95) (* Q) = *@{ (2), vel. (89). 


*5) Reid behandelt 1. c.5), 8.517—519 das entsprechende Eigenwertproblem unter 
Einfihrung von 2 weiteren Variablen als Biisseches System, vgl. I. 


(96) 
wok 
(97) 
und 


(98, 
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Gilt iiberdies 
(96) R(x, y) = — kis X,Y Yen — Yi Vin — Bun tte = Xan Ue, 
wobei die GréBen U, etwa die Endparameter von X, seien, so ist 
(97) (*1 X) = K(*@™, X), 
und es folgt aus (84) die Fourierreihe 


(98) a(t) = 2 sige K(z, 0) O') + DP K(X, *O) +O (0). 
e",@ « 


19. Zum Schlu8 will ich wenigstens an einem wesentlichen Punkt der 
Collatz-Kamkeschen Einfangmethode (1. c.1°) III, 8. 257f.) noch andeuten, 
wie sich diese mittels unserer Definition (31), (32) der Integralformen I (y) 
und K(x) auf kanonische Systeme der Art (29), (28) iibertragen laBt. Es 
handle sich um die Verallgemeinerung von Kamkes Satz 1: 

Ist ted ein zulissiges Funktionenpaar der Klasse C’, D’’ mit K(q) + 0, 
etwa K(q) > 0, so gibt es im Intervall 0 < rt S 9, wo 

— 1?) 
mindestens einen Eigenwert t von (29), (28). 

Ist nicht 9 = 0 schon ein Eigenwert, so ist 9 > 0 und man lése das 

inhomogene System 


L,(x, y) = 0, t= YinUas T= Yi, Un, 
(100) 

R,(z,y) + tk 2,=—9 ¥f yin — yj Yin = (Bue + T Xn) Uy 
mit 
(101) — 9: = RQ p) + oki; 9, 


wenn t kein Eigenwert ist, in eindeutiger Weise mittels des Greenschen 
Tensors G,,(t, t| t),...; es kommt 
x, = 2,(t, t a,(t, 0) = q(t 
(102) (t, T) (t, 2) = 9(t) 
Yi _ y(t, T) y(t, 0) _ P(t), 


wenn t = ¢@ kein Eigenwert ist. Setzt man dann 
h(t) =I(y) — rK(z) 


(103) = (Bre + T %nz) Uy Uy + (ess Ye Ys — (4, + Thy) w,u,) dt 
~ | 2,(R,(z, y) + tk, 4) dt = | z, 9g, at, 


Mathematische Annalen. 119. 5 
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vermége I (44)), so wird fiir zwei nichtsingulare Parameterwerte t,, to und 
g 1> T2 


L, z; 
die zugehérigen Lésungen ly. ), (y) von (100) nach I (50) 


(104) h(t2) F h(t) j (2; <4) 9; dt 


=- } {2 (B, (2. y) + thy 2) — x, (R, (2, y) + te ky; &,)} di 
[ x, Yi , LAM T (Te T;) ( k, 52,2, dt 
2 1 2 * es 
(tT. — tT) () kya, 2, dt nate Un) = (T, 1) K(x, 2). 
‘ is 2 2 


Also fiir jedes nichtsingulire t, 0 S t S 9, 


(105) h’ (tr) K (2). 


Nun ist h(o) = I(p) — oK(q) = 0 und wegen K(g) > 0 noch h’(o) > 0, 
wofern t = o nicht schon Eigenwert ist, also ist h(r) < 0 im einer gewissen 
linksseitigen Umgebung von 9. Da J(y) => 0 ist, mu8B wegen (103) auch an 
der Stelle + die Ungleichheit K(z) > 0 und somit h’(r) > 0 gelten; also 
nimmt h(t) < 0 nach links noch weiter ab. Das miiBte auch noch fiir tr = 0 
gelten, wenn das ganze Intervall 0 < rt S o frei von Eigenwerten wire; das 
kann nicht sein, da ja h(0) I(y) => 0 ist. 


(Eingegangen am 20. 5. 1942.) 
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Parametrixmethode zur Lésung von Randwertproblemen. 
Von 
Ludwig Sauer in Frankfurt am Main. 
Teil 2. 
Bildung und Eigenschaften der Parametrix. 

Die vorliegende Arbeit setzt inhaltlich und formal (fortlaufende Bezeich- 
nung der Nummern, Formeln usw.) die Parametrixmethode Teil 1, Auflésung 
von Integralgleichungen zweiter Art, Math. Annalen 118 (1942), S. 385—440, 
fort. Im iibrigen verweise ich auf die Vorbemerkung des ersten Teiles. Die 
nachfolgenden Literaturhinweise beziehen sich auf das im Teil 1 zwischen 
Vorbemerkung und Nr. 1 zusammengestellte Literaturverzeichnis. 

Teil 1 brachte zuerst den Abschnitt I: ,,Auflésungstheorie der Integzal- 
gleichungen zweiter Art auf Grund von Kerniteration und Kernabspaltung‘ 
(Nr. 1 bis 8), danach den Anfang von Abschnitt II: ,,Wesen und Bildung der 
Parametrix P fiir Randwertprobleme zweiter Ordnung im Zweidimensionalen‘* 
(Nr. 9 bis 11). Nachfolgend beende ich den Abschnitt II (Nr. 12 bis 17) und 
bringe anschlieBend den Abschnitt II]: ,,Eigenschaften der Parametrix P 
fiir Probleme zweiter Ordnung im Zweidimensionalen“ vollstandig. Eine 
spitere Veréffentlichung soll sich mit der Auflésungstheorie fiir Randwert- 
probleme mittels der Parametrixmethode befassen (Abschnitt IV) 


12. Das Wesen der P-Methode. 


a. Die Parametrixmethode (P-Methode) von Hilbert ist neben der in Nr. 11 
angedeuteten Methode zur Auflésung elliptischer Randwertprobleme mittels 
Greenscher Funktionen (G-Methode) und derjenigen mittels Grundlésungen 


eine dritte Integralgleichungsmethode. Hilbert lést die Differentialgleichung 


BU = A+ Use + 2B+ Uey +C Usy + Ag: Uz + Bo? U,+Cy-U =F 


v 


mit AC — B2>0, A>O; vgl. (10. 1). 


Dabei ist der Ausgangsbereich b fiir die Punkte ¢ = t(z, y) die Kugeloberflache 
(Hilbert, 6. Mitt., S. 9 und 13). An Stelle einer eigentlichen Randbedingung 
wird eindeutiges Vezhalten auf 6 gefordert (Hilbert, Kap. VIII, 8.65). Alle 
vorgegebenen Funktionen werden bei Hilbert beliebig oft differenzierbar 
vorausgesetzt (Hilbert, 6. Mitt., 8.10). Zum Beweis der beiden Defektsitze 
und des Lésungssatzes wird der Differentialausdruck E allgemein und zum 


5* 
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Beweis der Existenz einer Greenschen Funktion G wird dort der Kiirze halber 
der sich selbst adjungierte Fall E = E angenommen (Hilbert, 8. 23); dabei ist 


EU =(A-U),.+2(B-U).,+(C: U)yy — (Ao- U)z — (Bo: U)y + Cy: U. 


Hilbert bildet unmittelbar fiir EZ an Stelle von G eine ,,Parametrix“ 
P = Pi(t,v’) = P(z, y; z’, y’). Dieses P erfiillt vor allem die Eigenschaften I, 
II und IV wie G in Nr. lla, d.h.: 

I. P ist zweimal stetig differenzierbar nach (z, y, z’, y’) fiir ¢ und ¢ 
in b, solange R = Rit,t’') > 0 ist; R? = (x — x’)? + (y — y’)®; ferner ist 
P < 1+ |log R| und die ersten Ableitungen von P sind = 1: R}). 

II. P ist fiir R — 0 in solcher Weise singular, daB die Greenschen Formeln 


1. -[P-H'U'de =|FP-U'de —U und 


2.E\/P-Fdt =jEP-Fdt—F 
bestehen; vgl. (11. 1, 2). 


IV. [P- Fade hat die von U allgemein geforderten Stetigkeits- und 
Differenzierbarkeitseigenschaften; vgl. (10. 3, 4, 5). 
Ferner gilt die Differentialungleichung 


(12. 1) EP=1:R und somit auch E’P>1:R 


anstatt dem in Nr. lla angegebenen III; P geniigt demnach nicht einer 
homogenen Differentialgleichung wie G (und zwar homogen, wenn das 
urspriingliche und das adjungierte Randwertproblem keine Eigenlésungen 
auBer Null haben, d.h. wenn r = 7 = 0 ist). Dann wird wegen II, 1 und 
EF’ U’ = F’ die Integralgieichung 


(12. 2) W—([EP-W'dt =—Jf P- Fae 


durch W = U gelést, wobei fiir den Defekt r der Differentialgleichung r = 0 
gilt ; (12. 2) besitzt méglicherweise auch solche Lésungen, die nicht gleichzeitig 


1) Ich setze (wie am Anfang der Nr. 3 angegeben) fiir 2 Ausdriicke g und h, die 
Konstanten oder Funktionen sein mégen, g < h, wenn |g| < |k-hA| gilt; dabei sei ¢ 
eine positive, endliche Konstante oder eine beschrankte Funktion gréBer als eine 
positive Konstante und im tibrigen unwesentlich. Entsprechend sind = 4 _ == 
definieren. 

Danach wiirde P durch die hier nicht gestellte Forderung P < log R oder 
P < 1 + log R wegen der Moglichkeit Jog R = 0 far R = 1 und 1 + log R = 0 fir 
R = 1:e unerlaubt eingeschrankt. Wiirde andererseits von R gefordert, daB log R 
fiir ¢ und ¢’ in 5 nirgends Null ware, so kénnte das nur durch eine unerwiinschte Ein- 
achrankung des gré8ten Durchmessers von b erreicht werden. (Vgl. dagegen die FuBnote 
zu Nr. l6a betreffs Abschatzung durch log n.) 
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die Differentialgleichung EU = F befriedigen. (12.2) entspricht der fir @ 
abgeleiteten Integralgleichung (11. 5) und tritt jetzt an die Stelle von 


(11. 3) U=—|G-Fadt fir r =0. 


(12. 2) ist eime der in Nr. 1d angegebenen Integralgleichungen mit dem Kern 
N:R und ist nach Abschnitt I zu lésen. Hilbert bezieht sich auf die Fred- 
holmsche Auflésungstheorie (vgl. Hilbert, 8. 17, ferner Lit. Fredholm). Diese 
ist fiir (12. 2) nicht vollstandig durchgefiihrt (wie in Nr. 2d festgestellt wurde), 
was in Nr. 5 nachgeholt wurde. Hilbert sondert fiir sein Beispiel aus der all- 
gemeinen Lésung von (12. 2) die Lésung der Differentialgleichung EU = F aus. 

(Hilbert, S. 8—24, und die Ankiindigung davon in der 5. Mitteilung, 1906, S. 480. 
Bedeutung und Wesen der Hilbertschen P-Methode erdrtern Hellinger, Nr. 21 daselbst, 
Lichtenstein Diff.gl., S. 1296 und 1307, Lichtenstein konf. Abb., 8.7—8. In allen 
diesen Arbeiten wird auch auf verwandte Uberlegungen hingewiesen. Die Hilberteche 
P-Methode wird fiir elliptische Gleichungen im komplexen Gebiet von Haupt fort- 
gefihrt; vgl. Literaturangabe. Haupt bildet ein abgeschlossenes P und beweist auch 
r = 7. Eine nahere Beziehung zu meiner Arbeit besteht nicht. Ferner vgl. Mathisson: 
Eine neue Lésungsmethode fiir Differentialgleichungen von normalem hyperbolischem 
Typus, Math. Annalen 107 (1932), Heft 3, S.400—419. Er benutzt ein unsymme- 
trisches P, dessen Form er im Heft 4, 8. 648, in einer fiir die Anwendung unwesentlichen 
Weise berichtigt. Die Arbeit wird fortgesetzt in: Die Parametrixmethode in Anwendung 
auf hyperbol. Gkeichungssysteme, Prace, mat. fiz. 41, S.177—185, Warschau 1934. 
Das von Mathisson gebildete P hat keine Beziehung zu dem P vorliegender Arbeit.) 

b. Von der Hilbertschen P-Methode ausgehend entwickle ich ein Ver- 
lahren zur Lésung allgemeinerer Randwertprobleme der reellen Analysis. Dieses 
Verfahren wird im Abschnitt IV fiir folgende beiden Probleme durchgefiihrt: 


(10.7) EU =F in (bo — dy) und U =0 auf d, mit AC -- B®? = 1 und 
A >O; bo ein in Nr. 9b definierter eckenfreier Bereich mit dem 
Rand d, (Fig. 1); 


(10.8) 4U0+TU =F in d(x: gy, go, ...,9,) —A(a: 91, ---,9,) und U =0 
auf d(x:9,..-, gp); 6 = b(a:g), ...,g,) em-in Nr. 9c und d 
definierter Bereich mit den Eckenwinkeln 2: 9),2%:99,...,%:Q» 
und dem Rand d = d(x: 9,,...,9,) (Fig.2); gi, 92,-.-+» 9, itgend- 
welche Zahien der Reihe 2, 3,...; TU =Apg:-U,+ By: U,+C,-U. 

Die von U zu fordernden und von den vorgegebenen Funktionen A bis F an- 

genommenen allgemeinen Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften 

wurden in Nr. 10a zusammengestellt; die Haupteigenschaften von F wieder- 
hole ich in nachfolgender Nr. 20b, VI. Ferner wird die Grundlage des an- 
gekiindigten Verfahrens im Abschnitt V auf weitere Probleme ausgedehnt. 

Durch nachfolgende P-Methode werden 

1. Probleme mit ,,eigentlichen“‘ Randbedingungen und diese ,,unmittel- 
bar“ gelést; ,,eigentlich“ heiBt (wie in Nr. 10c naher angegeben), da8 ein 
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elliptisches Randwertproblem mit eiem wirklichen Rand d vorliegt; ,,un- 
mittelbar“ wird anschlieBend 5 erklart; 

2. die Probleme grundsitzlich einfacher gelést als mittels der in Nr. 1] 
angefiihrten G-Konstruktionen; 

3. bisher nicht oder nur teilweise behandelte Probleme geférdert und 
erledigt ; 

4. die G durch P so dargestellt, daB das Verhalten der G fiir R — 0 und 
fiir ¢ oder ¢’ am Rande d und das Zusammentreffen von singulirem und Rand- 
verhalten unmittelbar und im einzelnen mittels expliziten Formeln durch 
das entsprechende Verhalten von P wiedergegeben wird; man braucht sich also 
nicht nur auf Existenzaussagen wie bei @ fiir komplizierte Probleme zu be 
schranken; 





Fig. 1. Fig. 2 
Kckenfreier Ausgangsbereich b, Eckiger Ausgangsbereich 0b 
mit dem Rand d,, (b, d,) b (a: 2, 2, 3, 4, 4, 6, 10) mit 
dreifach zusammenhangend dem Rand d, (b d) vierfach 


zusammenhangend 


5. cle Lésung statsachen in Parallele zu den entsprechenden der Integral- 
gleichungstheorie gesetzt und insbesondere durch die Theorie fir die all- 
gemeinste Greensche Funktion und ihrer kennzeichnenden Sonderfille vervoll- 
standigt. 

Unter ,,unmittelbarer* Behandlung der Probleme verstehe ich den Ver- 
zicht auf Grenzvorginge und auf die Zwischenschaltung einfacherer Probleme, 
die ich in Nr. 11 b und c erwahnte. In diesem Sinn waren die Auflésungssiatze 
nach der friiheren G-Methode nur fiir by) bekannt und ,,geniigen also nicht, um 
die Randwertaufgahe fiir ein so einfaches Gebiet wie ein Dreieck aufzulésen“ 
(Hahn-Lichtenstein-Lense, 8.1309). In vorliegender Arbeit werden beispiels- 
weise bei zweidimensionalen Bereichen Eckenwinkel e = 2: g, g ganzzahilig 
und g > 1, zugelassen, ferner auch Doppelstiicke des Randes, die bei der 
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mittels spezieller Grenzvorgange erreichten Jordanschen Kurve beim G-Ver- 
fahren nicht auftreten diirfen (Lichtenstein, Diff.gi., 8. 1291). 

Neben dieser P-Methode, die nach dem Vorgang von Hilbert auf der eine 
partielle Integration ausdriickenden Greenschen Formel (Nr. 12a II 1) fuBt, 
gebe ich noch diejenige fiir P auf Grund der eine Vertauschung von Differen- 
tiation und Integration bewerkstelligenden Greenschen Formel (Nr. 12a II 2) 
entsprechend der an (11.6, 7) anschlieBenden G-Methode an. Dabei stelle 
ich geringere Ergebnisse auf einfachere Weise fest. Auch vervollstandige ich 
damit den Vergleich der. P-Methode mit der G-Methode. 


Die P-Methode kénnte man mit Nr. 11b, II] kombinieren; man wiirde 
dabei mittels P ein reduziertesG angeben, und zwar fiir allgemeinere Fille 
als fiir den Differentialausdruck 4 und einen eckenfreien Bereich by. Ferner 
kénnte man die P-Methode auf den Fall r = 0 beschrinken und dann den 
Fall r > 0 mit der Eigenwerttheorie entsprechend (11. 4) erledigen (Hilbert, 
§. 25—34). Auf beide Méglichkeiten geht vorliegende Arbeit nicht ein. 


é. Der erste und entscheidende Schritt der P-Methode besteht in der Bildung 
der Parametric P. Auer den in Nr. 12a fiir das Hilbertsche P angegebenen 
Eigenschaften soll P in Ergaénzung der Differentialungleichung (12.1) noch 
den in Nr. lla unter III angegebenen Randbedingungen wie G geniigen, 
namlich 


(12. 3) P = 0 fir t auf d, wenn ¢’ in 5, und 


fiir ¢’ auf d, wenn ¢ in b liegt; R > 0. 


Da G auBerdem einer (vollsténdigen oder reduzierten) Differentialgleichung 
geniigt, 1aBt sich zeigen, daB G bis auf einen linearen Ausdruck in Eigenlésungen 
von E und E bestimmt ist (vgl. Abschnitt IV). Hingegen la8t die Differential- 
ungleichung fiir P unendlichviele Bildungsméglichkeiten fiir P zu. 


.Nachfolgend wird P fiir das Randwertproblem (10.7) im allgemeinen 
in (16. 5) und in einem besonderen Fall in (16. 6), weiter fiir das Randwert- 
problem (10. 8) im allgemeinen in (17. 3) und in besonderen Fallen in (15. 2), 
(17. 1) und (17. 2) genau angegeben. Ferner wird P fiir verschiedene Erwei- 
terungen der Randwertprobleme im Abschnitt V an mehreren Stellen an- 
gegeben oder angedeutet. P wird auf unmittelbare Weise als eme Funktion 
gebildet, die wesentlich weitergehende Eigenschaften wie das P fiir das 
Hilbertsche Beispiel hat. Denn es soll das Unendlichwerden von P fiir R + 0 
als kennzeichnende Singularitét (Nr. 12a, II) mit dem Nullwerden auf d als 
Randeigenschaft unmittelbar zu einer expliziten Darstellung von P derart 
verbunden werden, daB vor allem der Kern von (12.2) im engeren Sinne 
uneigentlich singular wird (vgl. Nr. 2c) und insbesondere (12. 1) gilt. Hierbei 
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sind weitergehende Forderungen zu beriicksichtigen, die sich erst bei der Aus. 
sonderung der allgemeinen Lésung von (10.7 bzw. 8) aus der allgemeinen 
Lésung von (12.2) bemerkbar machen. Das griinde ich auf eine wesentliche 
Verallgemeinerung des bekannten Prinzips der Spiegelung bei gewissen 
Abstandsfunktionen, wie in der nachsten Nr. 13 erklart wird. 

(Vgl. Lichtenstein, Diff.gl., S. 1290, ferner Courant, Bd. 1, S. 297, 305, 310, 
312—313, und Bd. 2, S. 241—242. Nicht gemeint ist die Spiegelung fiir Lésungs. 
funktionen; vgl. Lichtenstein, Diff.gl., S. 1303, FuBnote 59, ferner Courant, Bd. 2, 
S. 247.) 

Der Nachweis der weitergehenden Eigenschaften von P macht eine 
wesentliche Vertiefung bekannter potentialtheoretischer Hilfssaitze und Me- 
thoden erforderlich. 

Sind die Hauptsitze bewiesen, so geniigt es zur Vorbereitung einer prak- 
tischen Auflésung, das Randwertproblem durch irgendeine P-ahnliche Funk- 


tion, die nicht die weitergehenden Eigenschaften wie P zu haben braucht, ' 


auf (12. 2) zuriickzufiihren. Dann ist durch Einsetzen der allgemeinen Lésung 
von (12.2) in EU = F aus dieser die allgemeine Lésung von (10.7 bzw. 8) 
auszusondern. Ist bekannt, da8 r = 0 gilt, so kann man auch den Ansatz 
U=— j P - Z' dt’ an Stelle von (11. 6) benutzen. Da P gegeniiber G elementar 
gebildet wird, kénnte man vielleicht so einer numerischen Behandlung der 
Randwertprobleme einen Weg bereiten. Ein solcher ist fiir die gleichen 
Probleme nach dem bisher iiblichen Verfahren im allgemeinen nicht gangbar 
(vgl. auch Hell.-Toepl., 8. 1501—1502). 


13. P fiir Halbebene und Winkelraum e = 2g, :g zweier Geraden 
durch Spiegelpunkte ausgedriickt. 


Die Bildung einer Parametrix P fubt auf dem angekiindigten Prinzip 
der Spiegelung bei gewissen Abstandsfunktionen (Nr. 13a). Dieses fiihrt auf 
Parametrizes P fiir Halbebene (Nr. 13b) und offenen Winkelraum zweier 
Geraden (Nr. 13c), die ich spater in allgemeinere P iiberfiihre. Halbebene 
und offener Winkelraum sind Ausnahmen von dem anfangs Nr. 9a eingefiihrten 
Bereich b, weil sie unbeschriinkt sind. Demnach sind sie als Grundbereiche 
fiir Randwertprobleme unzulissig. Ich benutze sie nur zum Aufbau all- 
gemeinerer b. 


a. Es mégen in der zy-Ebene die Geraden d,, dy, ... vorliegen. u, v, ..., p 
seien positive, ganze Zahlen. Spiegele ich ¢ zuerst an d,, dann diesen Spiegel- 
punkt an d, usw. bis zur Spiegelung an d,, so komme ich auf einen Punkt, den 
ich mit t(u, v,..., p) bezeichne. Gelegentlich setze ich (0) = t. Man schreibe 
M (u,v, ..., p) bzw. S(u,v,..., p; wu’, v’,..., p’), wenn mant = t(u,v,..., p) 
und (’ = ?'(u’,..., p’) m irgendeine Funktion M = M(t) bzw. S = S(t, t’) 
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emsetzt. Durch wiederholte Anwendung von R(u; 0) = R(0; u)2) erhalt man 
(Fig. 3) 
(13.1) R(u,...,8,q, p; 0) = R(u,...,8,q; p) = R(u,..., 8; p,q) = 
= R(0; p,q, s,..., 4). 
Ich betrachte (Fig. 4) die Punkte 


(13. 2) t(uv*) und ¢t(vu*), 
weiter 
(13. 3) t(u,vu") und t(v, uv") fir a =0,1,2,...; 


hierbei ist wv® = (wv)° durch Null 
zu ersetzen; ferner bezeichnet 
uv® =(uv)* fir a >0 die a-mal 
wiederholte doppelte Spiegelung 
erst an der Geraden d, und dann 










a; 
an der Geraden d,. d,, und d, sollen a 
sich im Endlichen schneiden. ¢ sei ts 
einer der méglichen Winkelriume, *97“>"-7 
tle41)* 


die von d, und d, gebildet werden. 


Stets sei 2 Y 
a; dy 


(13.4) entweder 0<e <2 ay 


01344) 





oder an<e< 22. Fig. 3. R (2,4, 1,3; 0) = R (2; 3, }, 4). 


Dagegen sind in (9.1) die Grenzen e = 0 und e =2 zugelassen. Alle 
genannten Punkte haben vom Schnittpunkt von d, mit d, den gleichen Ab- 
stand. Von diesem Abstand abgesehen bestimmt sich die Lage von jedem 
Punkt ¢ =t(u,v, ..,p) durch den Winkel w = w(u,v,....p), den der 
vom Schnittpunkt ausgehende Leitstrahl nach ¢ mit der den e-Raum abgren- 
zenden Halbgeraden von d,, bildet. w soll im Sinne der Drehung der letzt- 
genannten Halbgeraden iiber den angrenzenden e-Raum hinweg positiv 
genommen werden. w ist bis auf positive oder negative ganzzahlige Vielfache 
von 22 bestimmt. Ich beweise 


5 w(uv") = + 2ae + w(0) (mod 2 2) 
ss und w(vu*) = — 2ae + w(0) (mod 2 2), 
ferner 

(13.6) w(u, vu*) = — 2ae — w(0) (mod 2 =) 


und w(v,uv)=+2(a+1)e—w(0) (mod 22), 
2) Man beachte, daB R(t, t’) den Abstand des Punktes ¢t von ¢’ bezeichnet (vgl. 
Nr. 12a I) und R(u;v) den Abstand des Spiegelpunktes ¢(w) von dem Spiegelpunkt 
t'(v). Insbesondere ist also R(t, t’) = R(0; 0). Im Text ist R(u; 0) die Entfernung 
des Spiegelpunktes ¢(u) vom Parameterpunkt ¢’ = ¢’(0). 
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stets fiir a = 0, 1, 2, ... bis zu einer beliebigen endlichen (positiven, ganzen) 
Zahi. Fiir a = 0 ist (13.5) nach Definition und (13.6) nach elementar- 
geometrischer Uberlegung richtig. Nehme ich (13. 6) fiir irgendein a der an- 
gegebenen Zahlenreihe als erwiesen an, so folgt daraus wegen der Giiltigkeit 
fiir a = 0 zuerst (13. 5) fiir (@ + 1) anstatt a und dann aus letzterem (13. 6) 
fiir (a + 1) anstatt a. Damit sind alle vier Formeln bewiesen. 







G-tyr (uv) 





t(Vibet, J 
L 





2-5 
tind ts 


Fig.4. Spiegelpunkte eines Strahlenbiischels. Die fiir w (0) = 22:5 
zusammenfallenden Punkte sind durch 0 gekennzeichnet. 


Es sollen fiir jedes ¢(0) nur endlichviele verschiedene Spiegelpunkte 
(13. 2, 3) vorhanden sein. Dann kann man zuerst die Existenz einer ganzen 
Zahl g fordern, fiir die 


w(uv**?) = w(uv") (mod 2 2) 
gilt. Also muB 
(13. 7) € = 21Yo:9 


sein; hierbei bedeutet go irgendeine ganze, zu g teilerfremde Zahl, von der 
wegen (13. 4) 0 < go < g oder g < gp < 2g anzunehmen ist. Dann gilt auch 
w(vut*?) = w(vu*) (mod ? z), 
w(u, ou"*?) = w(u, vu*) (mod 2 2), 


w(v, uv" *?) = w(v, uv) (mod 2 2). 
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Mit gleichem Ergebnis kann man von jeder der drei letzten Gleichungen aus- 
gehen. Umgekehrt folgen letztere vier w-Gleichungen aus (13.7). Demnach 
oilt der 


Hilfssatz I. (13. 7) ist gleichbedeutend mit der Existenz von nur endlich- 
vielen untereinander verschiedenen Punkten (13. 2, 3). 


Setzt man e = mq: 2 ¢, ¢ irgendeine ganze positive Zahl, in (13. 5) bzw. 
e = 2199: (2¢ + 1) nm (13. 6) ein, so findet man w(uv’) = w(vut) (mod 22) 
bzw. w(u, vu’) = w(v, uv) (mod22). Umgekehrt sei ein c vorhanden, 
so daB die vorletzte bzw. letzte Gleichung fiir jedes 1(0) gilt. Dann mu8 
€ = 2qo:2c¢ bzw. €e = 2%G9:(2c¢+ 1) sein. Demnach gilt der 

Hilfssatz Il. e =21q9:2c¢ bew. e =2G9:(2c¢+ 1) ist gleichbedeutend 
mat t(uv*) t(vu’) bew. t(u. vue) t(v, uv). 

Im Fall (13. 7) enthalten die Punkte (13. 2, 3) fiir a a 1) alle 
untereinander verschiedenen Punkte dieser Art. Ich zeige, daB hierbei je zwei 
Punkte zusammenfallen. Nach (13.5) ist w(uv*)=w(vu”") (mod22) fir 


aund m =0, ..., (¢g — 1) und alle t(0), wenn entweder a = m = 0 oder 

m g ist. Somit ist t(uv®) t(v wu) t(0) und t(wv*) = t(ve~*) fiir 
a arr 1). Nach (13. 6) ist (au, vu*) w(v,uv™") (mod 2-2) fiir 
aund m =0,...,(q 1) und alle ¢(0), wenn a+m-+ 1 g ist. Somit 
ist t(u, vu") t(v, uv’—!-*) fiir a rg oa ae 1). Demnach gilt der 


Hilfssatz Ill. Jeweils g untereinander verschiedene Punkte sind 
1. im Fall e =29q9):2c¢ die Punkte (13. 2) fiir a ee 1), wenn 


c 2, dazu t(0) und t(uv*) = t(vu’), wenn c = 1 
2. am Fall « go: 2c die Punkte (13.3) fiir a =0,...,(e — 1); 


3. im Fall e MJo: (2 1) die Punkte (13.2) fiir a ao 
dazu t(0); 


1. im Fall ¢ = tg: (2¢ + 1) die Punkte (13.3) fiir a =0..... (e—1), 
dazu t(u, vu*) t(v, uv®): 


alle weiteren Punkte von (13.2, 3) fallen mit vorstehenden zusammen. 


Diese unter der Voraussetzung (13.7) auftretenden Punkte brauche ich 
auch in folgender Anordnung (Fig. 4). Zu w(0) bestimme ich eine Zahl z durch 


z(x:g) S w(0) < (2 + 1) (2:4) 
und mache z durch Beschrankung auf die Reihe 
2=0,1,...,(29—1) 


eindeutig. Ich bezeichne t(0) mit ¢, und den aus ¢,,, durch Spiegelung am Strahl 


w = (m+ 1) (2:9) bzw. w = ma:g hervorgehenden Punkt mit ¢,,,, bzw. 
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t..-1- Hierin soll m nacheimander die Zahlen z, z + 1,2 + 2,... bzw. z,z— 1, 
z — 2,...durchlaufen. Demnach fallen die Punktet,, fiirm = 0,..., (go — 1) 
in den Winkelraum ¢ = go: g zwischen d, und d,. Liegt auch ¢(0) in diesem 
Winkelraum, so ist einer der genannten Punkte gleich ¢(0). Dann liegt in ihm 
nur to = t(0), wenn go = 1 ist. Ich beweise 


(13. 8) W (tm) = (m — z) (2: g) + w(0) (mod 2 z) 
fir m—z=0,+2,+4,..., 
ferner 
(13. 9) W (tm) = (m + z + 1) (2: g) — w(0) (mod 2 z) 


fir m—z = +1, + 3, +5, 


beidemal laiuft (m — z) bis zu einer beliebigen, endlichen (positiven, ganzen) 
Zahl. (13. 8) geht fiir m — z = 0 aus der Definition von t, hervor. Nehme ich 
(13. 8) fiir irgendeine gerade Zahl (m — 2 als richtig an, so folgt daraus wegen 
(13. 6) fiir a = 0 zuerst (13. 9) fiir (m + 1) anstatt m und dann aus letzterem 
(13. 8) fiir (m + 2) anstatt m. Damit sind beide Formeln bewiesen. Aus ihnen 
folgt 


tnue,e =t, fir m=O, +1, + 3,.... 


Vergleicht man unter der Voraussetzung (13. 7) eimerseits (13.5) mit (13. 8) 
und andererseits (13.6) mit (13.9), so findet man den 


Hilfssatz IV. Die t,, stimmen mit den Punkten (13. 2, 3) diberein; ins- 
besondere durchlaufen die g im allgemeinen unteremander verschiedenen t,, fiir 
m—z=0,2,4,..., 29 — 2 bew.m —z = 1,3,5,...,2g — 1 die im Hiljs- 
satz III angegebenen Punkte 1 fiir g = 2c und 3 fiir g =2¢+ 1 bew. 2 fiir 
g = 2c und 4 fiir g =2¢+ 1; dabei ist von der Reihenfolge solcher g Punkte 
abzusehen 3). 


SchlieBlich stelle ich die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
fiir das Zusammenfallen von Punkten t,, fest, wobei m — z = 0,1, 2,..., 
2q—1 sein soll. Die Punkte (13.8) fiir m—z=0,2,...,2g —2 sind 
ebenso wie die Punkte (13.9) fiir m—z=1,3,...,2g—1 stets unter- 
einander verschieden, da aus wi(t,,) = w(t,) (mod 22) fiir n — z = 0,2,..., 
2g—2 baw. n—z = 1, 3,...,2g—1 und etwa nsm_ beidemal 
(m — n)(x:g)=0 (mod 22), also m =n folgt; die Punkte (13. 8) liegen 
ebensowenig wie die Punkte (13.9) in benachbarten Winkelriumen (7: ). 
Weiter schlieBt man ausw/(t,,)=w(t,) (mod 22) fiirm—z=0,2,...,2g —2 


*) Durchlauft man also die Folge der 2g untereinander verschiedenen Werte t,, 
fir m—z=0,1,...,2g — 1, so ergibt sich genau abwechselnd je ein Punkt von 
(13. 2) und (13. 3). 
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und »—z=1,3,...,2g—1, wenn also die Punkte in benachbarten 
Winkelraumen (7: g) liegen, daB 


A =(m—n—22—1) (4:9) + 2w(0)=0 (mod 2 2) 
sein mu8. Hierin ist nach Definition von z 


(m —n—1)(x:9) SA < (m— n+ 1) (2:4), 
also entweder 
A = 0, w(0) = z(a:g), m—n—1 =0, 
oder 


A = — 22a, w(0) =z(a:9), m—n—1= —2Q; 


dabei kann m — n — 1 — 2g nur fiir m-.z =0 und n—z=2g-1 
eintreten. Ist umgekehrt w(0) = z (a: q), d.h. liegt ¢(0) auf einem der aus- 
gezeichneten 2g Strahlen, so fallen fir m—n—1=0 oder m—n—1 

: — 2g je zwei der angegebenen 2 g Punkte zusammen. Somit ergibt sich der 


Hilfssatz V. Fiir w(0) = z(x:q), wenn also t(0) auf dem Rand eines 
Winkelraumes (2:9) liegt, und nur dafiir fallen Punkte t,, fiir m—z 
= 0, 1,2,...,2g—1 zusammen, und zwar ty, = tmsiog—1 fiir m—z =0 und 
bn =tm-) fiir m—2z =2,4,..., 2q — 2; im tibrigen, also im allgemeinen 
Fall z(a: 9) < w(0) < (2 + 1) (2:9), wenn demnach t(0) im Innern eines 
Winkelraumes (x: g) liegt, sind die t,, fiirm —z =0,1,2,..., 2g — 1 unter- 
eimnander verschieden. Somit decken sich auch die Punkte (13. 2,3) paarweise 
unter Beriicksichtigung des im Hilfssatze 1V angegebenen Zusammenhanges, 
wenn t auf emem Strahl z(2: g) fiir z = 0,1, 2,..., 2g — 1 legt, und nur dann 
tritt solches ein. 


b. Ich bezeichne die durch 
(13. 10) 4a-P = — log R2(0; 0) + log R*(0; u) 


definierte Funktion P als Parametriz fiir den Fall E = A + T, wenn eine 
durch die Gerade d, abgegrenzte Halbebene an die Stelle von 6 tritt. P ist 
beliebig oft differenzierbar nach (z, y, 2’, y’) fiir t und ¢’ in b, solange R > 0 
ist. Denn es sind allgemeiner z(u,v,..., p) und y(u,v,..., p) beliebig oft 
nach (x, y) differenzierbar. Es ist P < 1 + |log R|. Die m-ten Ableitungen 
von P sind <1: R”. Insbesondere ist 4P =0 fiir R>O. Ferner ist 
(4a- P + log R?) beliebig oft differenzierbar nach (z, y, 2’, y’) fiir t in (6 —d) 
und ¢’ in b einschlieBlich R = 0. Es gilt P = P’”’, das heibt P(t, t’) = P(t’, t). 
SchlieBlich gentigt P den Randbedingungen (12. 3). 

e. Weiter bilde ich die Parametriz fiir den Fall EF = A + T, wenn ein 
offener Winkelraum e = 7p : g zweier Geraden an die Stelle von 6 tritt; gy und g 
wie in (13. 7). Die Beschrankung auf e < 2 wie in Nr. 9d erfolgt erst in Nr. 14c. 








78 L. Sauer. 


Die Geraden, an denen ¢ und ¢’ wiederholt gespiegelt werden, bezeichne ich 
mit d, und d, und setze 


(13. 11) 4a-P log R2(0; 0) + log R2(0; wv) + log R2(0; v) F--- bis 
entweder — log R?(0; uv’) fiir g = 2¢ 
oder + log R2(0;u, vu) fiir g =2c+1. 


Dieses P ist gleichbedeutend mit 


4a-P z,,(— 1)"~*- log R2(t, t,.) = — Z,,(— 1)"~* - log R2(t,,. ’) 


fir m—z=0,...,(29g — 1). 


Die Endlichkeit des Verfahrens bedingt die Einschrankung von e auf (2g : g). 
Letztere Form von P besteht aus g Paaren von Logarithmen, von denen jedes 
Paar fiir sich genommen dann und nur dann verschwindet, wenn ¢ oder ¢’ auf 
einem der Strahlen w = z2:g fiir z = 0,1,2,...,2g— 1 liegt. Also ist 
P = 0 fiir t oder ¢’ auf allen 2 g Strahlen, insbesondere auf d, und d,. P hat 
im Fall go | die fiir P von (13. 10) angegebenen allgemeinen Ejigenschaften. 
Das gilt in sinngemaBer Ubertragung fiir den allgemeinen Fall go 1, wobei 
dann gp singulire Werte R = 0 auftreten. Letzteres wende ich im Ab- 
schnitt V an. 


i4. P fiir Halbebene und Winkelraum e = «:g zweier Geraden 
durch Abstiinde ausgedriickt. 


Die durch (13. 10, 11) eingefiihrten Parametrizes P driicke ich nachfolgend 
durch R2(0; 0) = R*, n, und n, aus, um diese P in Nr. 16 und 17 bei krumm- 
linigen Berandungen anwenden zu kénnen; 
dabei bédeutet », bzw. n, der Normalen- 
abstand des Punktes ¢ =¢(0) von der 
Geraden d,, bzw. d,. 

a. Zuerst werden die Abstandsqua- 
drate R@(vut:0) und R2(u,vu*; 0) fiir 
a = 0,1, 2,... bis zu einer beliebigen, end- 
lichen (positiven, ganzen) Zahl fiir (13. 4) 
geniigende und sonst beliebige e durch 


Rluso) R2(0; 0) = R2,n, und n, ausgedriickt. Im 
ay 








Fall 0 < e <2 mégen die negativen Rich- 
tungen von m, und m, nirgends in das 








\ Innere des Winkelraumes ¢ weisen; im Fall 
t/u) a <e¢ < 22 mégen die positiven Richtungen 
Pig. 5. R®(u:0) = R?4+4n,n,. Stets in das Innere zeigen. Aus (Fig. 5) 


Parametrixmethode. 2. 79 


R2(u;0) = R?+4n,n, erhalte ich durch den in Nr.13a _ wiederholt 
angewandten Schlu8 von a auf (a + 1) 


R2(vu*; 0) = R2 + 4 ZL, (n,(v, uv" ~')- ni, + ny (vu"—') - n)) 
und 
R?(u, vu"; 0) = R?+4 %,,%, +4 Xo (n, (uv) : My + n, (tu, vu” " J ",,) 


firw =1,...,@ und a=1,2 4). 


9 Ss eee 


Damit ist der erste Schritt zur angekiindigten Umformung von (13. 10, 11) 
getan. Als zweiter Schritt werden in diesen Formeln die n, und n, der ge- 
spiegelten Punkte durch n,(0) und ,(0) wiedergegeben. Es ist, wie sich aus 
n, (v0) = m, + 2cose-m, und n,(u) m, durch den Schlu8 von w auf 
(w + 1) unter Anwendung der Regeln fiir Binomialkoeffizienten ergibt, 


‘ . w+m w+m+l 
n,,(v, uv”) = Ln (—1)"*™ (2c0s e)2™- (( }-my +f )-2cose-n,) 
2m / 2m™+1 ] 
und 
? . wa-m w+m \ 
n,(uv”) = Z,,(—1)"+™(2cose)?™ .( }n, — 2cose-n ) 
u ) * | ) ) ( 2m } u (om +1) Uv 
firm = 0,...,wundw = 0, 1,...; dabeiist (2 cos e)o = 1 auch fire =2:2 


Ww - 7 . ee 
und { 9 ) = 1 auch fiir w = 0 zu setzen. Entsprechendes gilt fiir n,(u, vu”) 


und ”,(vu”). Man setze 


(14. 1) fo =O und 
, — w—l+m 
-_ = 5 FS (—]y-itm -(2cos e)2™ 
fa = fale) = Se 2m(—1v-*™( og ) (2eose)?™; 
ferner 
(14. 2) hy == 0, ho = Q und 
‘worm, 
oa =-J J aus SY l+m -(2¢ 2m+1 
h, = ha(e) ‘oe &n(—1) \ oan 2 1) (2 cos e) : 


beidemal fiir 


m O..-<9 OP — Et acl], .. ., 87 ed, By 6 sss fo 


1 und @#° =—1., 


Somit findet man (unter Anwendung der Regeln fiir Binomialkoeffizienten) 
das gewiinschte Ergebnis 


(14.3) R2(vu*; 0) -R24+ 47, (n,n, + n,n{) 4 


+ 4(2cose-f, — h,)n,", + 4h n,n, 
*) Darin bedeutet beispielsweise n,,(v, uv ~') den Abstand von der Geraden d, 
des erst an der Geraden d,, und dann (w — 1)-mal nacheinander an d,, und d, gespiegelten 
Punktes ¢ = ¢(0). Ferner ist n, der Abstand des Punktes t’ = t’(0) von der Geraden d, - 
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und 
(14.4) R®(u, out; 0) = R?+ 4(1 —f, + 2cose-h,)n ni, + 4 fn ni + 
+4h, (n,n. + n,n) fiir a =0,1,.... 
Entsprechende Formeln gelten fiir R?(uv*; 0) und R®(v, uv*; 0). 
b. Eigenschaften der in (14. 1,2) eingefiihrten Koeffizienten j, (e) und h,(e). 
I. e sei ein beliebiger Winkel zwischen 0 und 22 mit Ausnahme von 0, z 
und 22. 
Aus (14. 1, 2) folgen die Rekursionsformeln 
(14. 5) Pe 1—f,+2cose-h, 
und 
(14.6) h,,, = 2cose — 2cose-f, + (4 cos*e — 1)h, fiir a =0,1,2,.... 
Die Anfangsglieder von /, und A, sind daher 
fo = 0, 
f, =1, 
fe = (2 cose)?, 


fs = 1 — 2(2cose)® + (2cose)* usw.. 
ferner 


h_, =0, 
h, =0, 

hy =2 cose, 

hg = — 2cose + (2 cose), 

hs 2 (2 cos e) — 3 (2 cose)? + (2 cose)5 usw. 


Allgemein folgt aus (14. 5, 6), daB 
(14. 7) h, =2cose:f,,,—h,,, fir a = —1,0,1,2,... 
ist. Multipliziert man 

1. (14.5) mit (— /,,,) und (14.7) mit h,, ferner 


2. (14. 5) fiir (a + 1) anstatt a mit (— f/,,,) und (14.7) mit h,,, und 
addiert jeweils die so entstandenen Gleichungen, so erhalt man 


L. (WS — fa hass) + Cog hans — F244 + fear) =9, 
ferner 
2. (hz, — lesrless) + (hy has, es fous + fo.) _ 0. 
Also ist 
bees — fest lees = hi — fa fess ——s = he — fot; = 0. 


So 
(1! 
uD 


(1 
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Somit besteht 


(14. 8) h? =f, | 
und 
(14. 9) ha has = fossa (fara — 1) fir a = 0,1,2,.... 


II. Insbesondere sei ¢ = gg :g wie in (13.7). Das ist nach dem Hilfs- 
satz II der Nr. 13a gleichwertig mit 


R2 (uv; 0) = R* (vu; 0) fir g =2c 
und 
R2(u, vue; 0) = R2(v, uv; 0) fir g =2¢+1, 


beidemal identisch in ¢ und ¢’. Weiter ist letzteres und damit e 


= G9o7-9 
nach (14. 3,7) bzw. (14. 4, 5) gleichwertig mit 
(14. 10) h,.» =h, fir g =2c 
und 
(14. 11) fear =f, fir g =20+1; ¢ = 1,3,.... 
III. Noch spezieller nehme ich e = 2: g fiir g = 2,3,...an. Dann sind 


die Anfangswerte: fo, f/f), fo, fs; h_,, ho, hy, he hs, 


=? 


fire=—: 0, 1, 0, 1; 0, 0, Oo Oo 29, 
fiir e = 3 ‘_— aE ® l, 0; 0 0, 1, oO 0, 
fir e < 7: ., 1. =t. st ., & >t. sh ae 


Aus (14. 3) folgt fiir R = 0 und n, = n, > 0, dab 
R2 (uv; 0) = R@(vut; 0) = f,: 8n2-(1 + cose) = f,- R®(uv; 0) 
ist. Hierin ist (Fig. 6) 


R(uv*; 0) > R(uv; 0) fiir a = 2,...,¢, 
somit 


(14. 12) f,>1 fara =2,...,cunde >1, 
weiter wegen (14.11) noch 

feax >1 fiir g =2c0+1 undec>1. 
Aus (14. 4) folgt fir R = 0 und n, =n, > 0, daB 


R2(u, vu"; 0) = R2(v, uv; 0) = (1+ 2h, + 2cose-h,)-4n?2 


Mathematische Annalen. 119. a 
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ist. Hierin ist (Fig. 6) 


R(u, vut;0) >2n, fir a =1,...,€¢, 
somit 


h,20 fiir a=1,...,¢, also nach (14. 8, 12) 


h,>1 fir a =1,...,(c—1) unde >], 
h,>1 fir g =2c+1 unde>l, 
schlieBlich wegen (14. 10) noch 


h,>1_ fiir g =2c¢ unde>1. 









tlu, vu) 
=tlyuv4)\. 


Fig. 6. 
R(uv?; 0) > R(uv; 0) und R(u, vu*;0)=> 2n, 
fiir a 0, 1,2, wenn R = 0, n, = n, > 0. 


Aus (14. 8, 9, 10, 11) folgt, wenn man 


Se a eS OF 
beriicksichtigt, 


und 


(14. 13) hey =h,-—1=h,,, fir g =2c¢+1 unde> 


ferner 


fesr =f--1>0 und h.,, <h, fir g =2c undc 


Aus (14. 8, 9) folgt 
hositha Joos — 1): fe < fasaihe 


und 


ha: hes = fe+i: Ie 1) > fe+1* Ie» 


somit 


ha: hg > hesiih, 


fiir a =2,...,c unde>1. 





Nun 1 


und 
was ¢ 


zu er 

( 
ich 1 
ident 


Halb: 
(14. | 
Fern 


(14. 


da 
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Nun ist h,:h,_,; 21 nach (14. 10, 13) fiir ¢ > 1. Demnach gilt 
h,>h,., fir a =2,...,(e—1) und c >2, 
und 


fersi—-il>f, firae=l,...,(¢—2) und c > 2, 
was durch 
s-12k., Med! 
mu erganzen ist. 


e. In (13. 10, 11) sollen P durch R, n, und n, ausgedriickt werden, wobei 
ich mich auf gg = 1 beschrinke. Ich forme (13. 10,11) mitteJs (14. 3, 4) 
identisch um und beachte die Eigenschaften der /, (2: g) und h(x: q). Fiir die 
Halbebene erhalte ich 
(14. 14) 4a-P = — log R? + log (R? + 4 n,n,). 


Ferner gewinne ich ftir den Winkelrawm e =: 9 zweier Geraden 


(14.15) 4a-P log R? + log (R? + 4 n,n.) + log (R? + 4 n,n/) 
+ 2,(— log (R? + 4f, n,n, +4 fn n, + 4h, n,n, + 4h, n,n.) 
— log (R?+ 4 jf, n,n, + 4f,n nm, + 4hon ni, + 4h, in ni) 
+ log (R2 + 4f,,: m,n, + 4f.n,m, + 4h nn, + 4hn ni.) 
+ log (R2 + 4 fmm, + 4 fori Me, + 4h m,ni, + 4h,n n,)) 
+ entweder (— log (R? + 4f,.n,n,+4f.n,m, + 4h, n,n, + 4h.n ni) 
— log (R? + 4 fn ni, + 4f.nyen, + 4h.nni, + 4h,_ n,n) 
+ log (R? + 4f.n.n, + 4f.n,n,+ 4h.n,n, + 4h. n,n,)) 
fir g =2c+1, 
oder (— log (R? + 4f,n,m, + 4f.n,n, + 4h.n,ni, + 4h.n,n,)) 
fiir g = 2c; 
hierin ist 2, zu streichen, wenn c = | ist, und ist ©, vona = 1 


—a 


bis (c — 1) zu nehmen, wenn c = 2, 3,... ist. 
Alle Logarithmen in P sind von der Form 
log (R?2 + 4 fn ni, + 4hn n, + 4in.n, + 4jn,n)); 
dabei sind vier Fille méglich: 
(14. 16) f=h=é=j =0, 
f=1 und & =i =j =0, 
h=1 und {f=t=j=0, 
fundh=1l1 nebst ¢ undj 20. 


Der erste bzw. zweite, dritte Fall von (14. 16) fiihrt auf den 1. bzw. 2., 3. log 
in (14. 15) und der vierte Fall kennzeichnet alle iibrigen Logarithmen. Wahrend 


6* 
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(14. 15) auf dem Prinzip der wiederholten Spiegelung an d, und d, beruht, 
gliedere ich P durch folgende identische Umformung (14. 16’) in die sich am 
Rand d, und d, ausgleichenden Logarithmenpaare. 
(14.16) 42-P =42- P(n,, n,; n,, ;) 
= Z,(— log (R? + 4f,nyn, + 4 fanyn, + 4h, nn, + 4h nym) 
+ log (R? + 4f,,: m,n, + 4f,n mn, + 4h nn, + 4h nn‘) 
log (RE + 4 fas imumyt 4fasimen, + tha, inne t+4hyngnt) 
+ log (R? + 4 f,nuni, + 4/,,1% on, + 4han ni, + 4 hn ni)) 
+ (g —2c)-(— log(R? + 4/.n,ni, + 4f.n.n,+ 4h,_ nn, + 4h. n, ni) 
+ log (R? + 4 f,n ni, + 4f.n on, + 4honyn, + 4h.n,ni)) 
fir a = 0,...,(e — 1) 
und ebenso 
4a-P =42- P(n,, n,; n',, ni). 
In P (0, ,; ni,, m,) und P(0, n,; n, ni.) verschwindet die Summe der beiden 
ersten und ebenso die der beiden letzten Logarithmen von jeder einzelnen 
Klammer (...) in 2; ebenso verschwindet gegebenenfalls beidemal die 
letzte Klammer (...). Ahnlicherweise verschwindet in P (n,, n,; 1%, 0) und 
P(n,, %,; ”,, 0) die Summe des ersten und letzten Logarithmus, ferner ebenso 
die der beiden mittleren Logarithmen von jeder einzelnen Klammer (. ..) 
in 2; ebenso verschwindet gegebenenfalls beidemal die letzte Klammer (. . .). 
Somit ist P = 0, wenn eine der GréBen n,, n,, n,, , verschwindet. Die- 
jenigen g Paare von Logarithmen, von denen jedes Paar fiir etwa n, = 0 
verschwindet, haben die Form 
— log (R? + 4 pn mi, + 4 pn ny + 4 qn ny + 4rn ni) 
+ log (R? + 4kn ni, + 4 pning + 4rnynp + 4rn,ni); 
dabei sind vier Falle méglich: 
(14. 17) k=1 und p=q=r=0O, 
q = 0, 
p l1 und k=r=0 nebst g20, 
p2k21 und gq2r20; 


k>p21 und r2e 


V 


dazu tritt stets 


(14. 18) (p — k)? + (q—r)? > 0. 
Demnach gilt in allen Fallen 

(14. 19) (p—k)(q—7r) =0. 
Entsprechendes gilt betreffs 


n,=0, mn, =0 und m =0. 








ist 

zulé 
so | 
zus 
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15. P fiir Rechteck, gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck, gleichseitiges 
Dreieck und halbes gleichseitiges Dreieck. 


a. Bevor ich eine Parametrix P fiir den eckenfreien Ausgangsbereich bp 
und ein P fiir den (im allgemeinen nicht geradlinig begrenzten) Bereich 
b (2:91, 925--+> g,) mit den Eckenwinkeln 2:9,, 2: ge, ...,%:Gp (die gi, ..., 9» 
irgendwelche ganze positive Zahlen gréBer als eins) aus den bisher in (14. 14, 15) 
angegebenen P bilde, baue ich aus letzteren P die Parametrizes fiir alle 
diejenigen 6 = 6(%:9,, 92,.--, gp) auf, die von Geradenstiicken begrenzt 
werden. Denn fiir solche P werde ich im Hinblick auf die Auflésungs- 
theorie fiir 


(15. 1) AU =F im (6—d) und U =0 auf d 


besonders giinstige Eigenschaften feststellen; darauf komme ich in 
Nr.19b XVII zuriick. Es gibt genau vier solcher 6, namlich 
I. Rechteck 5 (:2, 2, 2, 2), 
II. gleichschenklig rechtwinkliges Dreieck 6 (z:2, 4, 4), 
III. gleichseitiges Dreieck b (x: 3, 3, 3), 
IV. halbes gleichseitiges Dreieck b (x: 2, 3, 6). 


Denn die Winkelsumme geradliniger Vielecke mit p Winkeln e, = 7: gy 
ist 2,,(%: 9.) =2(p — 2) fir w =1,..., p, p 23; setzt man hierin die 
zulassigen Werte g, = 2, 3,... in allen méglichen Zusammenstellungen ein. 
so kommt man auf obige vier Fille. Wegen e,, = 2: g, sind hier nur einfach- 
zusammenhangende 6 méglich. 

Das Rechteck bzw. jedes der drei genannten Dreiecke bestehe aus den 
Geraden d, fiir u =1,.., 4 bzw. w = 1,2,3. Gelegentlich schreibe ich 
(u + 4) bzw. (w+ 3) anstatt uw. ¢(u) bedeute beim Rechteck die Normal- 
projektion von ¢ auf d, und bei den Dreiecken die Zentralprojektion von t 
von der d, gegeniiberliegenden Ecke aus auf d, (Fig.7 bis 10). ¢ (u,v) sei 
der Schnittpunkt von d, und d,; v = 1,.., 4 baw. v = 1,2,3. Man 
schreibe M (u, v,7,..., p) bzw. S(u, v,7,..., p; wu’, v',7,..., p’), Wenn man 
t=t(u,v,r,..., p) und t’ =¢' (w’,v’, 1’, ..., p’) im irgendeine Funktion 
M =M(t) bzw. S = S(t,t’) einmsetzt. Hierbei kénnen beliebigviele der 
Zeichen u, v, r, ..., p bzw. u’, v’,7’,..., p’ bis auf eines gestrichen werden. 
Soll in einem Z jeder nach dem Bildungsgesetz mehrfach vorkommende 
Summand nur einmal gezahlt werden, so schreibe ich Zp anstatt 2. 

Als den sich singular verhaltenden Bestandteil von P bestimme ich mittels 
(14. 16’) 


So = Zh, P (ms M413 %> %.,) fir u=1, .., 4 bzw. 3, 


wenn das Rechteck bzw. eines der drei angegebenen Dreiecke vorliegt; die 
Einzelangaben werden in Nr. 15c nachgetragen ; insbesondere wird Sp daselbst 
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in den jeweils ersten geschweiften Klammern von I bis IV ausfiihrlich an- 
geschrieben; debei geniigt es in vorliegender Nr. 15, die urspriingliche 
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Fig. 8. Spiegelung beim gleichschenklig rechtwinkligen Dreieck b (a: 2, 4, 4). 


Form (13. 11) an Stelle der identischen Umformungen (14. 16’) und (14. 15) 


der Darstellung zugrunde zu legen. Sp hat im Fall E = A + T die fiir P 


in } 
halt 
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an- jn Nr. 13b angegebenen allgemeinen Eigenschaften bis auf das Randver- 
iche' alten von P. Anstatt letzterem ist allgemeiner Sy + 0 und Sy beliebig 








Fig. 9. Spiegelung beim gleichseitigen Dreieck 6 (7: 3, 3, 3). 









——E Oe 
t(1323) 


Fig. 10. Spiegelung beim halben gleichseitigen Dreieck 6 (z: 2, 3, 6). 


oft differenzierbar fiir ¢ und ¢’ einschlieBlich R = 0, wenn ¢t oder ¢’ auf 
den Rand d beschrankt wird. Denn néhert sich t bzw. ¢’ eimem endlich 
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groBen Stiick von d, das die Ecke ¢(v,v +1) im Innern enthalt und nich 
bis zu einer weiteren Ecke reicht, oder emem Stiick von d,, das beid 
Ecken ausschlieBt, so sind alle fiir R-—O sich singular verhaltenda 
Glieder von S, in dem nach Null strebenden P(n,, »,.,; n;,, »,,,) enthalten, 


vu 


S, — P(n,, *,.,3 


v+1? 


, ; 
n, ’ N+) 














dy = durz wird dann jedoch beliebig 

LI oft differenzierbar fiir | 

Zu+3 a ~“«du+3 undt' einschlieBlich R =, 
: 

pee Ags — dinod) b. Nach diesem ersten 

i Ru (0) Schritt der Bildung des sin- 

b,-1 j 4,=0 gularen Bestandteiles §, 

> L —" ee von P gebe ich in (P — 8,) 

Cui > 1+ : ~d,., @me in 6 einschlieBlich 

ia 3 eee | R = 0 mindestens dreimal 

au durz nach (z,y,2',y') stetig 

Fig. 11. Faktorfunktion fiir das Rechteck. differenzierbare Funktion 


Lu 


Zur2 








Fig. 12. Faktorfunktion fir das gleichseitig 


und 


Dreieck. 
B, = 1 


an, welche die stetigen 
Randwerte von S, zu 0 
ausgleicht, damit P die 
Randbedingungen (12. 3) 
erfiillt. Hierzu fiihre ich 
die ,,Faktorfunktion“ B, 
fiiru = 1, .., 4 (Rechteck) 
bzw. « = 1, 2,3 (Dreieck) 
ein. Fiir u steht gelegent- 
lich auch (u + 4) bzw. 
(u + 3). Essei B, = B,(t) 
eine Funktion von ¢ im 
Rechteck oder in einem der 
drei angegebenen Dreiecke, 
die (Fig. 11 und 12) 


fir OS", Stu +1,u+2) 


B, =0 fir n, >jn,(u+],u+2) 


geniigt. Im iibrigen sei B,, c-mal stetig differenzierbar, wobei c eine beliebige 
ganze Zahl bedeute, die c > 3 geniigt. Dann gilt (— und das ist der Sinn der 
vorstehenden oder einer ahnlich méglichen Definition —) 

B,(u) = 1 im Rechteck und Dreieck, ferner 


2)=0 und B,(0)- B,,2(0) =0 im Rechteck, schlieBlich 





) 
2)- By.1(u +2) = 0 im Dreieck. 





hierin 
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beim 
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Aus Sp bilde ich nacheinander 


i unk .~ ee 


U 


+ B,-S8)’,,) fiir v =1, 2, 3, 4; 


—l,u 


hierin soll S,_,,, dadurch aus S,_,(u;0) gewonnen werden, da man die 
B,,(u) in S,_1(u; 0) durch B,(0) = B,, ersetzt;w =u+lundw =u+ 3 
beim Rechteck, w = u + 1 und w = u + 2 beiden Dreiecken. Z, wurde vor 
S, eingefiihrt ; insbesondere ist hier 2p, (...) = 2,(...) nur fire = 1. Ferner 
fallen 2, Bi,- Sj’, und 2), Bi - S;',, weg, da diese Summen gleich ihren 
transponierten Werten sind. Die Funktionen 2,,(...) sind die n Nr. 15c in 
den jeweils zweiten bis fiinften geschweiften Klammern von I bis IV an- 
gegebenen Funktionen. (S;—S, ist fiir die drei Dreiecke formal der gleiche 


Wert.) Dann bestimme ich 


als Parametrix fiir das Rechteck oder eines der drei genannten Dreiecke im 
Fal E= 4+ T. 


Aus der allgemeinen Bildungsweise von P und ebenso aus der in Nr. 15c 
nachgetragenen Durchfihrung fiir jeden einzelnen der genannten speziellen 
Bereiche b(z : g;, . . ., gp) ergeben sich folgende Higenschaften von P. (P — Sp) 
bzw. P ist c-mal stetig differenzierbar nach (2, y, 2’, y’) fiir t und ¢’ in 6 ein- 
schlieBlich bzw. ausschlieBlich R = 0; c > 3. Es ist P < 1 + |log R| und 
die m-ten Ableitungen von P sind < 1: R” fiir m = 1,2,...,c. Die még- 
lichen Ableitungen von 4 P nach (2, y, z’, y’) sind in bezug auf x und y von 
héchstens (c — 2)-ter Ordnung, jedoch in bezug auf z’ und y’ von héchstens 
e-ter Ordnung. Die danach zulassigen n-ten Ableitungen 5) sind stetig fiir ¢ 
und ¢’ in 6 einschlieBlich R = 0. Ferner ‘ist (4- P + log R*) c-mal stetig 
differenzierbar nach (2, y, 2’, y’) fiir ¢ in (6 — d) und ¢’ in b einschlieBlich 
R=0. Es gilt P = P’. SchlieBlich erfiillt P die Randbedingungen (12. 3). 
Das Randverhalten von P wurde in den 4 Schritten fiir v = 1, 2, 3, 4 erreicht. 
Es fu8t auf den Eigenschaften von B, und auf elementargeometrischen Hilfs- 
formeln, die aus (13.1) folgen. Beispielsweise gelten beim Rechteck 


R(u, v; u) = R(uv + 2,0; u +2), 
Riu, v;ut+2) =Rut+2,05u), 
R(u, u + 2,0; u) = R(u + 2, u,v; u +2) 


fir u = 1 und v = 0,2,4 oder wu =2 und v=0,1,3 


und ahnliche Formeln. Entsprechende Hilfsformeln gelten bei den Dreiecken. 


5) Im Fall c = 3 ist beispielsweise (4 P) wobei n = 4 ist, zulassig, aber 


(4 P),.> wobei n = 2 ist, unzulassig. 


z’y'z2'’ 
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e. Einzelangaben der P im Fall E = 4 + T. Dabei wird jedes P in fiinf 


geschweifte Klammern aufgeteilt; die erste derselben stellt jeweils das in d, v 
Nr. 15a eingefiihrte Sp dar, die zweite bis fiinfte Klammer die in Nr. 15b be- 
stimmte Funktion 


(S, — S,_,) + 2, (B,-S,_,. + By: S_,,) fiir v = 1 bis 4, 
1. 6 = b (a: 2, 2,2, 2) sei das Rechteck. Dann ist (Fig. 7) 


4a-P \— log R2(0; 0) + 2, log R2(0; u) — Z, log R2(0; w, u + 1)}— 
- {2 .By - (log Re(u, uw + 2; 0) — log Re(u, u + 2,4 + 150) — 
— log R2(u, u + 2,u +3; 0)) + 


~,, Bi, ‘ (log R2(0; u, uw + 2) — log R®(0; u, u + 2,u +1) — 

— log R2(0; u, u + 2, + 3); = 
2 BB, 1° log R?(u, u +1, u + 2, u + 3; 0) + 
+ 2 Bi, Bi., ‘log R2(0; u,u +1, u + 2, + 3) + 

(B, B, + B, Bs) - (— log R*(1; 1, 3) + log R*(1; 1, 3, 2) + 
+ log R@(1; 1, 3, 4)) + 
+ (BB + B,B,) - (— log R*(2; 2, 4) + log R#(2; 2, 4, 3) + _ 
+ log R#(2; 2, 4,1)) + + 

(B, B, + B,B)) -(— log R*(1; 3) + log R®(1; 3, 2) + log R?(1; 3, 4)) + 4 
(B, Bi, + B, Bi) - (— log R?(2; 4) + log R2(2; 4, 1) + log R2(2; 4, 3)) + - 
pe ys B.,,, log R2(u; u +1, u +2, « +3) + 


T 


- 2, B,., B,- log P(u+1,u+2,u + 3; u)} — 
)— 5, By (By .1 By, + By.s B,,;) log Re(u, w+]; u+1, +2, u+3)— 
2. By (By 41 B 
xB (By. 
2, BB. Buss + Byys By .1) - log (R#(u + 3, u +2;u,u +1)! — 


usa + By.s B,,,) log R(u,u+1;u+3,u + 2) — 
Bi 41+ B,.3 Buss): log Re(u+1, 4 +2, 4 + 3; u, u+1)— 


| (B, B, + B, Bs) (B,B, + B, By) -log R*(1, 2; 1,2, 3, 4) + 
+ (BB, + B, Bs) (B, Bi, + B, Bi) - log R*(1, 2; 4, 1, 3) + 
+ (B, Bi + B,B‘) (B, BY, + B, Bi) - log R2(1, 2; 2, 3, 4) + 

(B, By, + B, Bi) (B, BY, + B, By) -log R2(1, 2; 3, 4)}. 


Eine zweite Form von P fir ein Rechteck findet sich in (17. 2). 
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Il. 6b = b(a: 2, 4, 4) set das gleichschenklig rechtwinklige Dreieck, wobei 
d, und dy den Winkel e = 2: 2 einschlieBen. Dann ist (Fig. 8) 
4n-P = — log R2(0; 0) + 5, log R2(0; u) — log R2(0; 1, 2) — 
(log R2(0; 1, 3) + log R2(0; 3, 1) — log R2(0; 1, 3, 1) — log R2(0; 3, 1,3) + 
+ log R2(0; 132)) — 
(log R2(0; 2,3) + log R2(0; 3,2) — log R®(0; 2,3, 2) — log R2(0; 3, 2,3) + 
+ log Re (0; 284)! 
- — By - log R#(3, 1, 2; 0) + 
B, - (— log R*(2, 1, 3; 0) — log R#(2, 3, 1; 0) + log R®(2, 1, 3, 1; 0) + 
+ log R#(2, 3, 1, 3; 0) — log R®(2, 132; 0)) + 
+ B, -(— log R*(1, 2, 3;-0) — log R#(1, 3, 2; 0) + log R@(1, 2, 3, 2; 0) + 
+ log R#(j, 3, 2,3; 0) — log R#(1, 232; 0)) + 
+-(elf hierzu transponierte logarithmische Ausdriicke mit den Faktoren 


B;, B, und Bi) } — 


Bu Buss ‘log R@(u,u +1, u + 2; 0) + 
x, Bi, Bi, ., ‘log R#(0; u,u +1, u + 2) + 
- B, By, - log R#(3, 1, 2;3) + 
B, By, - (log R*(2, 1, 3; 2) + log R#(2, 3, 1; 2) — log R2(2, 1, 3, 1; 2) — 
— log R*(2, 3, 1, 3; 2) + log R®(2, 132; 2)) + 
B, B, - (log R(1, 2,3; 1) + log R2(1, 3, 2; 1) — log R@(1, 2, 3, 2; 1) — 
— log R2(1, 3, 2,3; 1) + log R2(1, 232; 1)) + 
2), B,, B,,., log R?(u;u +1, u + 2) + 
- £,B,B,,, “log Ru +1, 4 + 2;u)! — 


| x, x, BB, ., Bi, - log R?(u,u+1,u +2 


a 


4 


;v)— 
~-5 2, BB, B, log R*(v; u,u+1i,4 + 2) 
\(B, B, B, B, + B, B, B, By + B, B,B, B, + BB, B, By: log R*(1, 2; 3,1) + 
+ (B,B,B, B, + B,B,B,B, + B,B,B,B,) -log R*(3, 1; 2, 3) + 


+ (B,B,B,B, + B,B,B, By) -log R*(2, 3; 2, 3, 1)}. 
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Ill. 6 = b(a: 3, 3,3) set das gleichseitige Dreieck. Dann ist (Fig. 9) 
4x-P= — log R®(0; 0) + 2, log R#(0; u) — &, log R2(0; u, u + 1) - 

— X, log R2(0;u + 1, u) + 2, log R2(0; u, wu + 1, w)} - 

) 2 B,, -(— log R?(u, u + 1, u + 2; 0) — log R@(u, u + 2,u +1; 0) + 

+ log R2(u,u + 1, u + 2,u + 1; 0)) + 
+ 2, By -(— log R®(0; u, uw + 1, u + 2) — log R200; u, u + 2,u +1) + 
+ log R2(0; u,u + 1,u+2,u+ ))} - 
j YB, By, .1 * log R®(u, u +1, u + 2; 0) 4 


é B,.., log R2(0; uj u +1, uw + 2) 4 
2, B,, Biy,., ‘log R?(u; u +1, u + 2) 4 
2+, BB 
p> B 





1 ‘log R@(u +1, u + 2; u) + 
+, B, B, - (log R?(u; u, u + 1, u + 2) + log R2(u;u,u + 2,u + 1) — 
log R2(u;u,u + 1,4 + 2,u +4 )}- 
e © S = BLB,.,B. -log R2(u, u +1, u + 2; 0) - 
\ u eet dk et - = 


— 3,5, BB,,, B, -log R2(v; u,u +1, 4 4 2)} 


u+il¢ = 
— {(B, B, BY By + B, B, BB, + B,B,B, By + B, BB, B, T 
+ B,B, B, B, + B,B, BL Bs) - log Ril, 2;3,1)+ 
+ (B,B,B,B, + B,B,B,B’, + B,B,B,B;) - log R?(1, 2; 1, 2, 3). 


Eine zweite Form von P fiir ein gleichseitiges Dreieck findet sich 
in Nr. 17b. 


IV. b = b(a: 2,3, 4) set das halbe gleichseitige Dreieck, wobei d, und d, 
den Winkel e = 2: 2, ferner d, und dz den Winkel e = 2: 3, also d, und dg 
den Winkel e = 2:6 einschlieBen. Dann ist (Fig. 10) 

4n-P - log R2(0; 0) + Z, log R2(0; u) — log R2(0; 1, 2) — 
— (log R2(0; 1, 3) + log R2(0; 3. 1) — log R20; 1, 3, 1)) — 


— (log R2(0; 2, 3) + log R#(0; 3, 2) =... + log R2(0; 238)) — 


—|— B, - log R2(3, 1, 2; 0) + 
+ B, - (— log R?(2, 1, 3; 0) — log R#(2, 3, 1; 0) + log R®(2, 1, 3, 1; 0)) + 
+ B, -(—log R®(1, 2,3; 0) —log R2(1,3,2; 0) +... — log R®(1, 238; 0)) + 


._. ee et Goo ae ae ott 
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) + (dreizehn hierzu transponierte logarithmische Ausdriicke mit den Faktoren 


B,, Bi, und Bi) - 


, 1S, BB, .1 ‘log R2(u, u +1, u + 2; 0) 
x, Bi, Bi. log R#(0; u, uw +1, u +2) + 
B, B, - log oo 1, 2; 3) + 


B, By : (log R?(2, eh log R2(2, 3,1; 2) — log R*(2, 1, 3, 1; 2)) + 
B, B, : (log R2(1, 1) + log R*(1, 3, : +1): F--- + log R®(1, 233; 1)) + 
The eres + 2) + 

>, BB, ., ‘log R2(u +1, u + 2;u)} _ 


1. 5 LBB... B. - log R?(u, u +1, u + 2; 0) — 
2,2, BB, ,B, ‘log R2(v; u,u +1, 4 + 2)} - 


u+l1 
— Rei + B, .B,,;) log R?(u, u +1; u +2, u) + 
x, B, B,.,B, By, log P(u,ut+ljuu+l,u +: 2). 


u+1 


wa 


16. P fiir eckenfreie Bereiche. 


a. Zur Bildung von Parametrizes P fiir eckenfreie Bereiche b = by 
(Fig. 1 in Nr. 12b) bei dem allgemeinen elliptischen Differentialausdruck EF 
ersetze ich in dem in (14.14) angegebenen P fiir die Halbebene die 
Funktion #, = ,(t) durch folgende Funktion J = J(t) und ferner R? durch 
(Q? + Q2”): 2. Dabei bestimme ich 


Q=Qit,’) =0 
und 
Q@=C-(x—7v)? —-2B-(4x—zv)(y—y)+A-(y—y')? 

fir AC — B? =1 und A>O. Es ist Q” = Q(t, t). Fir FE = 4+ T wird 
Q=R. Es sei J >0 in (6) —d)), weiter J = im Randstreifensystem 
0snsmund0 Ss Ss, (vgl. Nr. 9b), ferner J gréBer als eine hinreichend 
klein gewahlte positive Konstante im iibrigen 6); dabei kann und soll m im 
Hinblick auf spaitere Randabschitzungen durch log » von vornherein so klein 
gewahlt werden, da8 log » nirgends verschwindet; ich fordere daher zusitzlich 
von m, daB m kleiner sei als eine positive Konstante, die selbst kleiner als 
eins ist®), Sonst sei J dreimal stetig differenzierbar in by, abgesehen von einer 


6) Das ist keine wesentliche Voraussetzung, sondern nur eine Bequemlichkeits- 
forderung. Andernfalls waren alle Abschitzungen mittels logn durch die mittels 
(1 + |log |) zu ersetzen. Diese zusitzliche Einschrankung von m bedeutet keinerlei 
Einschrankung von b,. (Vgl. dagegen die FuBnote zu Nr. 12a 1.) 
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wie bei m méglichen Doppeldeutigkeit der Ableitungen in den Doppelstiicken 
von dy (vgl. Nr. 9b). Somit fiihre ich durch den Ansatz 


(16.1) 4-H = — log (Q? + Q2”) + log Q? + @2” + 8 JJ’) 


eine Funktion H ein, die allgemeiner ist als die nachfolgend durch Einschrankung 
von J gebildete, Parametriz Py fiir bo. 


b. Hierzu ist im Hinblick auf die dem Randwertproblem zuzuordnende 
Integralgleichung (12. 2), fiir deren Kern (12.1) angestrebt wird, vor allem 
EH abzuschitzen. Das geschieht in nachfolgenden vier Schritten: 

(1) Die Argumente der in H auftretenden Logarithmen werden durch 
(R? + JJ’) und diese Summe wird durch (R + J)? abgeschitzt. 

(II) Die Logarithmen selbst, ferner deren zulassige Ableitungen und ins- 
besondere der Differentialausdruck (EK H — DH) werden abgeschitzt. 

(III) Weiter werden die Differentialausdriicke D von Differenzen gewisser 
Logarithmen, in die sich EH zerlegen |aBt, abgeschatzt. 

(IV) Als ,,kritischer“‘ und daher wichtigster Beitrag zur Abschitzung 
von EH wird D log (Q?” + 4JJ’) festgestellt und abgeschatzt. 

(V) Die Teilabschatzungen (II) bis (IV) werden zur endgiiltigen Ab- 
schitzung von EH zusammengesetzt. 

I. Allgemein folgt aus AC — B?>0 und A > 0 fiir zwei beliebige, 
reelle, endliche Zahlen g und h, dab”) 


(AC — BY): (g2 + h®) <(A+C)-(A-g@ + 2B-gh+C- hy 
S (A + CP: g* + A?) 


und 


(AC — B)-(A-g@@+2B-gh+C-h?) x 


lA IA 


{A + C)- (AC — B?)- (g? + h?) 
(A+ C)?-(A-g+2B-gh+C- he), 
somit (vgl. FuBnote zu Nr. 12aI) 
A-@+2B-gh+C-R=_¢+ kh? 
gilt. Folglich besteht Q = R, weiter 


Q@2+Qe”=R? und @+Q@”"+8JJ', @+4dJ’, 
2" +4/J'=R+ JJ’. 

7) Es ist A-(A-g? + 2B-gh+C-h*) = (A-g+ B-h)* + (AC — B*)- ht 
= (AC — B*)-h®, ebenso C-(A-g?+2B-gh+C-h*) => (AC — B*)-g*, also 
(A + C)-(A-g? +2 B-gh+C-h*) > (AC — B?)- (g? + h?). Insbesondere ist 
A:g+2B-gh+C-h® >0, damit auch C-g*?—2B-gh+A-h*=>0, folglich 
A-P+2B-ghiC- HWS(A-gG+2B-gh+C-h*) + (C-g* —2B-gh+A- hi) 
= (A + C)-(g* + h*). Daher gelten die im Text angegebenen Ungleichungen. 


+J. 
gilt | 


Eber 


und 


Ebe 


~ | 
die 
vol 
sin 


all: 


set 
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Aus J’ = (J’ —J) + J S/d + R folgt J’? S R? + J2, also J’? = R2+ 
+ JJ’ fir J <J’. Andererseits ist J’? < R?+ JJ’ fir J’ < J. Daher 
gilt stets 
J2< R+ JJ’. 
Ebenso ist 


J2 < R2 2 ug JJ’. 


Aus R24 JJ’ =R2+J24+J/7-(J’-J)SR+J2+J7-R=R+4+ 72 
und R2 + JJ' = R? + (R2 at J J’) > R + /j2 folgt 


R2 a J J’ = R2 7 J2, 
Ebenso ist 
R+JJ'=R4+J'2?=(R+JP=(R+J’y. 


Il. Es gilt log (Q? + Q2”" + 8JJ"), log(Q?+ 4 JJ’) und log(Q?” + 4J-J") 
~ log (R+J)8). Die méglichen Ableitungen nach (z, y, 2’, y’) von 
diesen Logarithmen sind in bezug auf x und y, ebenso in bezug auf 2’ und y’ 
von héchstens dritter Ordnung. Die danach zulassigen m-ten Ableitungen °) 
sind stetig fir R+ J > 0 und ferner stets < 1:(R+ J)" <1:R”. Das 
alles gilt auch, wenn man J durch Null ersetzt. Folglich ist, wenn man 


DH = A'-H,,+2B-H,,+C’-dH,, 
setzt und (3. 4) (vor (3. 1)) beriicksichtigt, 


EH —DH =(A—A’)-H,,+2(B—B’)-H,, 
+(C - C’)- Hy, + Ao: H,+ By: Hy, +Cyo-H <1:R. 


III. Ich beweise, daB 


(log (Q2 + G2” + 8J J’) — log (Q?” + 4JJ’) — log 2) 


und ebenso 


(log (Q? + 4 JJ’) — log (Q2” + 4JJ’)) 


eine fiir ¢ und ¢’ in } einschlieBlich R + J = 0, d.h. fiir R und J gleichzeitig 0, 
stetige Funktion ist; die m-ten Ableitungen nach (z, y, x’, y’) von jeder der 
beiden Klammern sind < 1:(R+J)"-'<1:R"~'. Folglich ist beidemal 
D(...) < 1: R. Das alles gilt auch, wenn man J’ durch Null ersetzt. 


8) Dabei ist die véllig unwesentliche Méglichkeit, daB eines der Argumente den 
Wert 1 oder zu 1 benachbarte Werte von etwa 0,9 bis 1,1 annimmt, auszuschlieBen; 
in solchem Falle geniigt es zu wissen, da® dann der betreffende Logarithmus < 1 ist- 

ver de -a é log (.. .) @ log (. . .) 

9 Tete tt patter ok al 

) Beispielsweise ist dat dy dy?” ane 
wobei m = 4 ist, nicht zulassig. 


wobei m = 6 ist, zulissig, aber 
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Denn setzt: man z = x oder z = y baw. 2’, y’, so ist die F 
weite 
(P+ Q" + 8II) "+ 4JI)- (log +Qr+siy— fF 
— log(Q?” + 4JJ’) — log 2), ausd: 
= (G — GQ”), - (Q?” + 45d’) — Q? — QP") - ("+ 4 Jd"). | jedo 
Hieraus und aus ahulichen Formeln ergeben sich obige Behauptungen. die : 
IV. Aus vert 
, 7 , , , , diffe 
(Q?” + 4JJ')?- Dlog (Q?” + 47/7’) = 4J’- (Q@"” + 4J/J’)- DJ — avai 
—-16J’-(J’ —J —(2 — t)-J,—(y — y)-J,) — wen 
— 16 J'*((A’ — A)- J? + 2(B — B)- J, J, + (C’ — C)- J?) — 
-16J'*-(A-J>+2B-J3,J,+C-J? —1) star 
folgt i Ran 
" ee rg |A-J2+2B-JeJy + C-Jy —1| :e 
ies i Pas as avy 7 Hie 
D log (Q? + 4d’) < gaa J aay pe 
<1:R? fir R+J>0. (15 
Ersetzt man hierbei J’ durch Null, so erhalt man an 
(16. 2) Diog Q@” =0 fiir R> O. | (Rk 
V. Aus der Identitat 
(16.3) 42-EHH =42-(EH — DAR) 
+ D (log (Q? + Q?” + 8 JJ’) — log (Q?” + 4JJ’) — log 2) — : 
- D (log (Q® + Q2””) — log 2” — log 2) + rv 
+ D log (Q?” + 4JJ’) — Dilog Q?” 
folgt 
wl , j4-084+88-5,5,4+0-3—1) 
EH<y+— ~ ey 
eis. 
Im allgemeinen gilt jedoch nicht (12.1) fiir H anstatt P. 
e. Um EH = 1: R werreichen, wihle ich J = Jy so, daB es der Diffe- 
rentialbedingung 
(16. 4) A . Jz. T 2 B JordJoy ws hy Ji, ~ l = Jo 
geniigt. Ich setze etwa 
Jp =: (A-ni+2B-n,n,+C-n?) D 
im Randstreifensystem von 6) und wiahle im iibrigen J) im Rahmen der 
J-Eigenschaften beliebig. Das ist mit den Anforderungen an J vertriglich. ( 
Insbesondere ist Jg =m und J, + Ji, —1=0 im Randstreifensystem : 
von by, wenn E = 4+ T vorliegt. Dann fiihre ich durch 


(16.5) 42-P=42-P, log (Q? + Q?”) + log (Q? + Q?” + 8JqJ5) 
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die Parametriz fiir bp bei allgemeinem E ein. Es gilt (12. 1) fir P = Py. Die 
weiteren Eigenschaften von Py werden in Nr. 19 und 21 zusammengestellt. 

In der Tatsache, da8 in der Definition von Jy bei allgemeinem Differential- 
ausdruck E in der angegebenen Weise neben m noch n, und n, vorkommen, 
jedoch n, und n, beim Normalfall (4 + 1’) wegfallen, liegt begriindet, daB ich 
die den Rand dy von bp darstellenden Funktionen X(s) und Y(s) im Fall EZ 
viermal, dagegen im Fall (4 + T’) nur dreimal nach der Bogenlange s stetig 
differenzierbar annahm (Nr. 9b, erster Absatz). Dann ist in beiden Fallen Jy 
dreimal stetig differenzierbar nach (z, y), so wie ich es zur Herleitung der not- 
wendigen Eigenschaften von P bendtige. 


d. Ich gebe noch ein P so an, daB A P wenger singular wird, d. h. weniger 
stark unendlich fir R +0. Damit wird die Singularitaét des Kerns der dem 
Randwertproblem (15. 1) fiir b = by zugeordneten Integralgleichung gemildert. 
Hierzu erginze man J, im Randstreifensystem von b) durch passende Sum- 
manden, die n*, n3, ... als Faktoren enthalten. Unter Beschrinkung auf 
(15. 1) setze ich J = J, = n + M- n* im Randstreifensystem von bg in (16. 1) 
an und bestimme M = M(t) so, daB AH beschrankt wird. Ich entwickle 


(Re + 4J,J')2- Alog(R® +43, J!) =43)-(R2+4J,J')- Ad, — 
bit 16 J,- (J, —-JI,-@ —s)°J,,-Y i y)- J.) — 
— 16 J'?- (J?, + J2, — 1) 


a 


im Randstreifensystem nach steigenden Potenzen von m und (z’ — z) und 


(y’ — y). Man beriicksichtige folgende Hilfsformeln (vgl. Nr. 9b): 


n,=—Y,, 9, =+X,, n3+n° =1, 
X, Xis + Y, = 0, 
k = X,Y,, — Y, X,, = Kriimmung von d, in (X, Y), 


%., = — X,Y,,:(1 —n- k), 

My, =~ + Y, X,,: (1 — n- hy, 

ny = + X,X,,:(1—n-k) = — Y,Y,,:(1 —- by, 
An = —k:(1—2n-k), 

+X,Y,,+ Y?2-k=k, —Y,X,,+ X?-k =k, 
X,X,+X,Y,,k =—Y,Y,+X,Y,:k =9. 


Dann erhalte ich 
(R2+ 4J7,J')2- A log (R? + 4J,J%) 
= —4J)-(2M+k)- (4n®? + 4n- (2 — z)-n, + 4n-(y’ — y)- 2, — 
— R?+2(a' —a)*- ¥?—4 (a — 2) (y’ —y)- X,- ¥, + 2(y’— y)?- XH + 
+ J'- (Glieder von mindestens dritter Ordnung in n, (z’ — x) und (y’ — y)). 
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Folglich ist 

4a-AH =A log (FR? +4J/,J)) <1 
fir 2M +k =0. Demnach setze ich 


(16. 6) 4a-P=42- P, = — log R* + log (R? + 4J, J") 
mit J. =nAn-— 4 n?- (X, Y..— Y, X,,) 


im Randstreifensystem von b, fiir E = A; im iibrigen sei J, von der Art wie J. 
Hierbei sollen die den Rand dy von by darstellenden X(s) und Y(s) iiber 
die bisherige Annahme (anfangs Nr. 9b) hinausgehend in jedem Bereich 
8; S8 S38, fiinfmal stetig differenzierbar sein, um die weitere P-Methode 
durchfiihren zu kénnen. Dann ist J, dreimal stetig differenzierbar. Es ist 
AP, <1 und AP, +Cy- P, < 1+ |log(R+J)|, also (AP, + Cy: P,) 
nur unwesentlich singularer als 4 P,. Ahnlich wird auch die Singularitat der 
Ableitungen von 4 P, gemildert. Dagegen wird 4P,+ TP, = 1: R, also 
(4 P, + TP.) gegeniiber (4 Py + T Po) nicht gemildert. Die weitere P-Me- 
thode wird mit J = J, durchgefiihrt, wenn auch die Eigenschaften der Lé- 
sungen der zugehérigen Integralgleichung bei Verwendung von J, wesentlich 


einfacher festzustellen sind. Jedoch ist Jo wesentlich allgemeiner als J, 
verwertbar. 


Ist insbesondere by eine Kreisflache, so geht P, in die (in Nr. lla ein- 
gefiihrte) Greensche Funktion G fiir A iiber, wie ich jetzt zeige. Ich verlege 
den Mittelpunkt der Kreisfliche in den Ursprung des Koordinatensystems 
und wahle die Einheit auf den Koordinatenachsen so, da8 die Kriimmung 
k = 1 ist. SchlieBt man vorerst den Mittelpunkt durch eine Kreisflache / 
mit dem Halbmesser h fiir 0 < h < 1 aus und beschrankt ¢ und ¢’ auf (b — f), 
so gewinnt man 


4a-P, = — log R? + log (R? + (2 — n?) - (2 mn’ — n’2)) 
mit » = 1 — V2? + y?. Also ist 
4n-P, = — log R* + log (1 — 2(z2’ + yy’) + (2 + y*) (22 + y’2)) 


=4x- P’. 


In letzterer Form 1a8t sich P, fiir t und ¢’ im ganzen b bestimmen. Eine weitere 
identische Umformung ergibt 





(°- ants) + (9— ean) 
z’3 + y'3 \ z’3 + 9/3 , , 
t-P, = log| (z— 2)? + (y—y’)? wry), 
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: . ( z 
worl mo se y ’ 
fir R > 0. Demnach ist P, die bekannte Greensche Funktion G fiir das Rand- 
sad 


5.1) mit dem Einheitskreis als b (vgl. z. B. Courant, Bd. 1, 


zt) der zu (z, y) inverse Punkt ist. Somit gilt 4 P, = 0 
wertproblem (1 
§. 296 — 297). 
Man bildet obiges G mittels Spiegelung durch reziproke Radien. Darum 
kann man das allgemeine Verfahren zur Bildung von P mittels J, als Spiegelung 
an den Kriimmungskreisen von d auffassen, ahnlich wie das Verfahren mittels 


¢ 


J, als Spiegelung an den Tangenten von d zu deuten ist. (Vgl. ferner die dies- 
beziiglichen grundsatzlichen Erwagungen in Abschnitt V.) 


17. P fiir Bereiche mit Ecken a: g. 


a. Zur Bildung von Paramatrizes P fiir die in Nr.9 eingefiihrten (nicht not- 
wendig geradlinig begrenzten) Bereiche b = b (2:9, ...,g) mit unteremnander 
gleichen Ecken ¢ = 2: 9, die nicht auf einen der méglichen Doppelpunkte 
des Randes d fallen, die also nicht an Selbstberiihrungen von auBen beteiligt 
sind, ersetze ich in dem in (14. 15) angegebenen P fiirden Winkelraume = 2: g 
zweier Geraden », durch Jp und n, durch Jo9; g eine natiirliche Zah] gréBer 
als Eis. Dabei sind Jp und Jp, wie J, der Nr. 16c fiir die in Nr. 9cI ein- 
gefiihrten eckenfreien Hilfsbereiche 


by, und boo zu bestimmen (Fig. 13). Lae e 
Die Beschrankung auf den Fall 
at ‘ } Prete penn f (7 ~ \ 
schied von Nr. iir alle eckigen 
\\_ fF 7 >N4 





bei. Somit entsteht aus (14.15) eine ) 4 
Funktion, die ich mit P(z: g, ..., 9) / Y / I 
bezeichne. Dann setze ich / | 

/ ° , 
(17.1) P=P(x:g q) Hl 

J) 
Daneben benutze ich entsprechend | J / 
(14. 16’) die identischen Umfor- peeaent Sa 
=f) “af 

mungen { Yo ee 


‘ fp - 
\_ Yoorl- 


P = P(J,, J 99; Jo, IFoo) und # 
. . : : Fig. 13. Uberlagerung des schraffierten 
P=F Joo» Jo; “00° J): Ausgangsbereiches 6 = b (x: 3, 3, 3) 


durch die beiden Hilfsbereiche b, mit 
dem gestrichelten Rand d, und b,, mit 
dem punktierten Rand d,,. 


Wiederum lassen sich fiir jeden ein- 
zelnen Logarithmus die vier Fille 
(14.16) und fiir jedes mit J, = 0 
verschwindende Paar von Logarithmen die vier Faille (14. 17) nebst (14. 18) 
unterscheiden. Die Eigenschaften von P(m:g,...,g) werden in Nr. 19 
und 22a zusammengestellt. 


7* 
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b, Als Beispiele fiir P(a: 9, ..., 9) gebe ich P fiir ein Rechteck und P fiir 
ein gleichsettiges Dreieck im Fall E = A + T an und zwar somit in einer 
zweiten neben der in Nr. 15c gebildeten Form: 


(17.2) 42-P =42- P(x: 2, 2, 2, 2) 


= — log R® + log (R? + 4J, Ji) + log (R? + 4J,.d%5) 
— log (R? + 43,55, + 44 yo Jb0) 


00 
fiir em Rechteck r 
und 
4a-P =4mn- P (x: 3, 3, 3) 


log R® + log (R? + 4 J, Jj) + log (R? + 4J,,. Ji.) — 
—— log (Re +4 Jodi +4 Joo J 50 +4 Jo Joo) = 
log (BR? + 4d qd, + 4 Joo Jug + 44095) + 
+ log (R? + 4 Fg Ji + 4 Igo Joq + 44 Joo + 4 oF) 
fiir ein gleichseitiges Dreieck. 

Obiges P(x : 2, 2, 2, 2) spezialisiere ich derart, daB P wieder die in Nr. 15b 
angegebenen giinstigen Eigenschaften hat. Dazu (Fig. 14) verliangere ich die 
vier das Rechteck r begrenzenden 
Strecken in jeder Richtung um das 
jeweils gleiche Stiick und lege durch 
die Endpunkte dieser Stiicke das 
dem urspriinglichen Rechteck r 
parallele und r umfassende Recht- 
eck, das ich mit qg bezeichne. Dann 
wihle ich die Rander dy und doy 
der Hilfsbereiche by) und boo 80, 
daB die (im Sinne der Nr. 9c 1) zu- 
gehérigen Randstreifen innerhalb q 

Fig. 14. Urspriingliches Rechteck r im mst denen zu je — gegentiber- 
Hilfsrechteck g eingebettet. liegenden Geraden von ridentisch zu- 
sammenfallen; die restlichen Rand- 

streifenstiicke lings dy und doo sollen sich auBerhalb von g befinden. Dann 
sind die dy und doo darstellenden X(s) und Y(s), solange diese zu q gehéren, 
beliebig oft differenzierbar und somit Jo bzw. Jog im ganzen bp bzw. boo 
ce-fach stetig differenzierbar anzugeben. Hierbei bedeutet c (wie in Nr. 15b) 
eine beliebige ganze Zahl, die gréBer als zwei ist. Da die fiir das singulare 
Randverhalten von P(x: 2, 2, 2, 2) kritischen Randstreifenstiicke in q liegen 
und daselbst die Funktion P (2: 2, 2, 2,2) im wesentlichen (in Eckennihe 
genau) in den kritischen Summanden P(n,,,,,; ,,%,,,) von Sp der 


v? “y+? t 
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Nr. 15a iibergeht, haben beide Formen von P(z: 2, 2, 2, 2) die gleichen, in 
Nr. 15b angegebenen Eigenschaften. 

Dagegen verlauft fiir P(a: 3, 3,3) der Randstreifen von by und ebenso 
der von boo an irgendeiner Stelle im Dreieck gekriimmt (Fig. 15). Man kann 


daher obiges Verfahren 
fiir P(x: 2,2, 2, 2) nicht 
fiir P (x: 3, 3,3) iber- 
tragen und nicht mehr 
die giinstigen P-Eigen- 
schaften der Nr. 15b 
nachweisen. 

c. P fiir die in Nr. 9 
Bereiche 
+» Ip) 


ver- 


eingefiihrten 
b = b(%: 9), Ge,-- 
mit wnterenander 
Ecken 


a: g oder mit Ecken, 


schredenen e = 
die sich an emem mehr- 
fachen Randpunkt be- 
teiligen, setze ich fol- 
gendermaBen aus den 
Nr. 17a zu bil 
denden P(7: gy, .-++» Gu) 

Nr.9 ein- 
Teilbereiche 
“> Ju) 
zusammen (Fig. 16). Be- 


nach 


fiir die in 
gefiihrten 
b,, Ot: @,. 


steht méglicherweise b, 
aus getrennt liegenden 
Teilen, so ist, 
und ¢’ sich im gleichen 


wenn ft 


Teil befinden, fiir diesen 
P (x: Gu, . + +3 Ge) nOCR 
Nr. 17a zu bilden; be- 


jedoch t 


und ¢’ in verschiedenen 


finden sich 
Teilen, so ist P (x: gy, 
.+ +) Jy) =O zu setzen. 
Dabei lauft « von 2 


bis gq und es kommt 


noch Py fiir b; = by oder P(x: q;,. 


a 





>>>. 
4, >> 





07 do tu 
. Qo ‘ 
Fig. 15. Im gleichseitigen Dreieck b (2 : 3, 3, 3) verlaufen 
die Randstreifensysteme des Bereiches b, mit dem 
Rand d, und die des Bereiches 6,, mit dem Rand d,, 
langs einem Stiick der Geraden d, gekriimmt. 





(b,-Dy3) 
Fig. 16. Uberdeckung von b = b(a:2,3,3,7) durch 
die Teilbereiche 5, b, (m:2), b, = b,(a:7) und 


b, = b, (a: 3,3). Dabei besteht b, erlaubterweise aus 

zwei getrennten Teilen. 6,, bzw. 6,, ist der gemein- 

same Teil von 6, mit 6, bzw. 6,. (Rundet man die 

Ecke 2: 2 der Innenrandlinie durch die punktierte 
Linie ab, so wird b, = },.) 


. «9 93) fiir 6, = O(a: g,,..., 9,) hinzu. 
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Bo. = Boy (t) seien fiir u = 2,...,q Funktionen, welche vor allem die 
(in Nr. 10a IIT angegebenen) Eigenschaften von C,, haben (Fig. 17). Dariiber 
hinaus sei jedes By, eine positive, in b dreimal stetig differenzierbare Funktion. 
Weiter sei By, =n}, in einem Randstreifen lings d,, auBerhalb der 7u b 
gehérenden K(s,,,, 4a) ), ferner B,,, = 1- n} , in einem Randstreifen langs 
d,, innerhalb der wm }, gehérenden 
K(s,,,,3a); «> 1. Dann bestimme ich 
B, = B,(t) fir u 1,...,q durch 
B, => 0 und 
Be = — fir w = 2,...,¢, 
ql Bou) + Box 
ferner 
By = Produkt aller a = Bo)" 
(l1— Boy)" + Bo, 
fir v = 2,...,¢. 


Jedes B,, ist dreimal stetig differenzierbar 
in b und alle ersten bis dritten Ableitungen 
von B, lassen sich in der Form < C,, fiir 


u l,...,q abschitzen. Ich bestimme 





Fig. 17. Die Definitionsbereiche fiir 
die Funktionen C,, B,, und B,, 
ferner fiir B, in Eckennihe. - (17.3) P P(x >9\>GJo>- 


Zu 6,, gehéren auch die beiden 


+9 Gp) 
2, BF: P(x: g.; - - ++ G) 


fir «=—],...,9; 


schraffierten Randstreifen. 


hierin ist P(a:g,....,9;) durch Po zu ersetzen, wenn b, = do sein sollte; 
das sei P fiir b(7:9,,g.,.--,g,) im Fall E = 4 + T. 

In (17.3) ist der Faktor von = log R? fir R = 0 gleich 2, BF =1 
fire = },... 
und folglich 


, q. Denn entweder liegt ¢ in emem und nur einem 8, fiir u > 1 


Br = (1 — B,,)°: (1 — By,)? + By, ), 
B; B;,, . ((1 B,,)° 7 B;.,): 


B* 0 fir »+uundeu>i. 


Oder ¢ liegt in 6, auBerhalb aller b, fiir u > 1 und folglich B? = 1 und B?2 = 0 
fir « >1. Die naheren Eigenschaften von P(x: ,,9,,..., 9») werden in 
Nr. 19 und 22b zusammengestellt. 


1°) Die K(s,,, va) fir v a 6 sind die zu b gehérenden Kreisausschnitte 
mit der Ecke ¢,,. als Mittelpunkt und den Halbmessern va. 
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Mit (17.3) ist die allgemeinste meiner Parametrizes aufgestellt. Damit 
sind die im vorstehenden Abschnitt II gefiihrten Untersuchungen tiber Wesen 
und Bildung der Parametrix P fiir Randwertprobleme zweiter Ordnung im 
Zweidimensionalen, namlich fiir die in Nr. 12b wiederholten (10. 7, 8) beendet. 


Ill. Eigenschaften der Parametrix P 
fiir Probleme zweiter Ordnung im Zweidimensionalen. 
Die in Nr. 10c angekiindigte Auflésungstheorie fiir die Randwertprobleme 
(10. 7, 8) (vgl. Nr. 12b) wird mittels den in (15. 2), (16. 5, 6), (17. 1, 2, 3) em- 
gefiihrten sechs Parametrizes P im Abschnitt IV durchgefiihrt. Hierzu stelle 
ich im vorliegenden Abschnitt III die genauen Eigenschaften dieser P fest. 


18. Abschiitzungen betreffs der Grundbestandteile von P. 


Die Eigenschaften der Parametrizes P fuBen auf denen der in P vor- 
kommenden einzelnen Logarithmen (Nr. 18a) und auf denen der am Rand sich 
ausgleichenden Paare solcher Logarithmen (Nr 18b). Damit werden dies- 
beziigliche bisherige Feststellungen (Nr. 16b) erweitert und ferner erganzt 
(Nr. 18c). Das geschieht etwas allgemeiner, als es zur Feststellung der Eigen- 
schaften von P nétig ist, um daran auch im Abschnitt V ankniipfen zu 
kénnen. 


a. Ich setze 
N = fIoJ + hd oJ oo - tJ Joo + JJ oJ 


fiir alle nach (14. 16) méglichen Werte von /, h, i,j. Es ist vorerst nicht nétig, 
diese Werte gleich den in P eingehenden Koeffizienten zu setzen, welche durch 
die in (14. 1,2) eingefiihrten /, und h, bestimmt sind. Dann gelten folgende 
Abschitzungen betreffs log (Q? + 4 N). 


I. Auf Grund von Nr. 16b I ist, da fiir / = 0 und ebenso fiir h = 0 nur 
die Méglichkeit i = 7 = 0 besteht: 


R?, f J2, fJ?, tJ 2, iJ, hdJ2,, A532, GF bos GJ00 < B+ Tod + hoo Io: 
Somit ist 
4+” 4+8N=Q+4NaQ"4+4N=R44N 
= B+ fJ, Ji + hdog Jig = BR? + fI5 + hdZ, 
= RP + fF, + hdie = (B+ fIg + hIgo)® = (B+ fy + bdo). 


Il. Es sind log (Q? + Q2” + 8 N), log Q? + 4.N), log (Q2” + 4N) und 
log (R? + 4.N) m-mal stetig differenzierbar nach (z, y, 2’, y’) fir R+ fJo + 
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-- hd oo > 0. Diese Logarithmen sind = log (R a tdo oe hd oo) 11), Thre 
m-ten Ableitungen nach (z, y, 2’, y’) sind =1:(R + fJg + hAdoo)™ = 1: RB. 
Dabei ist m wie in Nr. 16b II zu wihlen. 


III. Ich fiihre eine Konstante w ein durch 


(18.1) w =A-dogdooe + B: Joe Jooy + B- Joy Joon + C+ Joy Jooy 
fir Jo = Joo = 0, 
alsow = — cos eim Normalfall E = 4 + T. Denn dann ist w = cos (mo, moo) 
fiir no = %o = 0. 
Folgende Abschdtzungen gelten dann und nur dann, wenn f, h, i, j auBer 
(14. 16) noch die Bedingungen 


(18. 2) (I) # +2-—f+2wfi =0, 
(II) A? +7?—h+2whj =0, 
(III) 2/7 + 2hi —*t —j7 + 2wfh + 2wij =0 
erfiillen. Es ist, wenn man 
D's -A-S,,+2B-8,,,+C-8 


as, yy’ 
definiert, 


D’ log (Q? + 4N) = (fJo + hdoo): (R + fJo + AJoo)? 


Die erste Ableitung von D’log(Q? + 4N) nach 2’ oder y’ ist 
<= (fJo + hoo): (R + fJo + h Joo)’. 


Die méglichen Ableitungen von D’log (Q* + 4 N) nach (2, y, 2’, y’) sind in 
bezug auf z und y von héchstens dritter Ordnung,dagegen in bezug auf 2’ 
und y’ von héchstens erster Ordnung. Die demnach zuliassigen m-ten Ab- 
leitungen sind < 1:(R + fJo + hdoo)”**. 

Zum Beweis gehe ich aus von 











, y 4D'N 
(18. 3) D’ log (Q? + 4N) =o aN — 
— N (t,t) —N (t, t') —(z7— 2’) - Nz — (y—y’)- Ny = 
(Q?+ 4)? 
_ 19 (44) NE +2 (BH B’)- Ne Ny +(O—C)- Ny _ 
(Q?+ 4 N)* 
a A'.NP+2 B'- Ny Ny+C’'-N}—N (t, 4) 
(Q?-+- 4)? 








1) Vgl. FuBnote zum ersten Satz der Nr. 16b II. 
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Alle fiir D’log(Q? + 4N) behaupteten Abschitzungen gelten fiir den ersten, 
zweiten und dritten Bruch, und zwar fiir alle f, h, , 7, die (14. 16) erfiillen, ohne 
dabei die Einschrinkungen (18.2) zu fordern. Im letzten Rruch ist 
A'-N2+2B'-N,N,+C'- Nj —Ntt) 
= ((fJo + 5Jog)®* (A = Shh + 2B: Ing Toy + 0" Ti, — 1) + 
+ (CJq + BI og)®: (A’ Sih + 2B - Igoe Iooy + 0” Iyoy — 1)) + 
+ (2 (iJ - JJ 00) : (tJ, a hd oo) . (A’ . i aoe’ +B- Dox! Jooy 
+ B , Joy 7 o02 v C’ : Joy Joy) + 
+ (— (fo + jJ00) > Jn — (to + Ado) - Joo + (fF0 + GFo00)* + 
+ (iJo + hJoo)?). 
Der erste und ebenso der zweite Summand (.. .) fiihrt nach (16. 4) wieder auf 
die behaupteten Abschitzungen fiir alle nach (14. 16) zulissigen /, h, i, 7. Das 
gilt auch fiir den dritten Summanden (...), wenn man daselbst 


(A’ : Joe! Jo ” Mesias 2 Cc’: Joy Jooy) 
durch 
(A’ 7 Joa! Joo2' hia C’. Joy Jooy' =~" w) 

ersetzt. Somit bleibt noch der Bruch 

16 . ‘ 
— @Low, (2(fJo + JFo0) - (40 + hJoo) w — 
— (fFo + 400) * Jo — (650 + hJo0) : Joo + (fF0 + 400) + 
+ (tJ + hd oo)?) 
abzuschiitzen. Dieser ist gleich 

16 ' , = 
—Torpacp Vo FP +P — f+ 2eofs) + 
+ J2,-(h® +97? —h+ 2whj)+J,Jo.: (247 + 2hi -—i —G + 
+ 2wfh + 2 wij)). 
Folglich ist er identisch Null, wenn f = h =i =j =O oder f = 1 und 
h =t =j =0 oder schlieBlich h = 1 und f =¢ =j =O gilt. Er geht 
fiir f und h => 1 nebst ¢ und j = 0 im Fall R = Jong = Oin — (#2? + 2 —f + 
+ 2 w/t): f2 J2 iiber, was (wie ich behauptete) nur dann < 1: fJ, ist, wenn die 
Bedingung (I) von (18. 2) erfiillt ist. Entsprechend fihrt R = Jp = 0 auf die 
Notwendigkeit der Bedingung (II). Dann bleibt von (18.5) im Fall R = 0 
und Jpg = Jo noch 


(18. 4) 


(18. 5) 


—(2fp+2hi—i—j+2wfh+2wis): (f+h+i+ 5P 53 
iibiig, was nur dann = 1: (f + h)J ist, wenn die Bedingung (III) von (18. 2) 
befriedigt ist. Umgekehrt verschwindet (18.5) identisch in ¢ und ¢’, wenn 
(18. 2) erfiillt ist. Hierauf fuBen die behaupteten Abschatzungen. 
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IV. Fiir den Koeffizientenquadrupel (f, h, ¢, 7) in N bestehen nach (14. 15) 
nur die vier Méglichkeiten 


(18. 6) (fa> far Ra—1> hea): (fas fas Ra, has); 
(fas1> far as Aa); (fas fais Aas ha) 


fir a = 0,1,...,¢. 


Dabei sind die f/, und h, gema8 (14. 1, 2) bestimmte Funktionen von e. Es 
gilt der Hilfssatz: 

Jeder der vorstehenden Koeffizientenquadrupel lést das System der drei 
Gleichungen (18. 2) fiir (f, A, 4, 7), wenn w — cos e und e irgendeine Zahl ist, 
die (13. 4) geniigt. Hierbei braucht e nicht auf 2: g wie in Nr. 14c beschrankt 
zu werden. 

Denn dann geht jede der Gleichungen (18.2) wegen (14. 5, 7, 8) in 


h2 + f2 —f, —2cose-h,f, = falf,.,+ fa — 1 — 2c08e-h,) = 0, 


also in 0 = 0 iiber. Nun trifft w — cos e fiir den Normalfall Z A+T 
ein. Demnach besteht das 


Ergebnis: Fiir A’log (R?+ 4N) gelten die fiir D’log (Q*? + 4N) an- 
schlieBend (18.2) angegebenen Abschitzungen, wena (f, h. i, 7) irgendeiner 
der in P vorkommenden Koeffizientenquadrupe] ist; ferner ist dann unter 
Hinzunahme von II 


1’ log(R? + 4.N) + T log(R? + 4N) =1:(R+ jJg + hdoo) < 1:R 
und die m-ten Ableitungen davon nach (7, y, 2’, y’) sind 
= 1:(R+ fJo + hdoo)™*' <1: R"**. 
Dabei ist m wie in III zu wahlen. 
b. Ich setze 


L= P Jo Jh T FP J J 0 


00 - qJ Joo Tr tI ooJh 


und 


M = kd dy t+ pJoodoo + 19g Faq + 19 


00” 00 0” 00 oo%o 

fiir alle nach (14.17) méglichen Werte von k, p, q, r. Es ist vorerst nicht nétig, 
diese Werte gleich den in P eingehenden Koeffizienten zu setzen, welche durch 
die in (14. 1, 2) eingefiihrten /, und h, bestimmt sind. Dann gelten folgende 


Abschitzungen betreffis — log (Q? + 4 L) + log (Q? + 4M). 


V. In — log (Q? + 4L) + log (Q? + 4M) 


= + log (1 + 4J,- (k—p) Jo+ pee fot TL) 


(p —k) Jo+(q—1) Joo 
=— log (1 + 4J,- —— or) 


ist 


od 


fii 


el 


Tt 
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ist nach (14. 19) entweder 

(k — p) J, +(r —Q) Jo, 20 
oder 

(p vars k) J) 7 (q r) J 0 = 0 
fiir ¢’ in 6. 

Im Fall k = 1 und p = q =r = 0 ist 

- log (Q? +4) + log (QQ? + 4M) 
= hall , 44o Jo) ~ log (Pty) 


4JoJo ) 
“O R ; = og R 


Q? 
Im Fall p l und k r = 0 nebst g = 0 ist 
log (Q? + 4L) + log (Q? + 4M) 


Jo 
log (1-4 = 2log (1+ 5): 





» f 2 Jot Joo = o " 2 R+ Jot2Joo 
_ log | l+4Je @4+4J,, T) log (1+ Jo ; Rid. } 
J 
9 ‘ 9 : 
2 log {1 Ra J.) 
In den iibrigen Fallen von (14. 17) ist 
log (92 + 4 LZ) + log (Q? + 4M) 
~ Jot Joo - J 
log {1 4. Ja eT 7,3) <= log (1- RLI-LI,,)" 


VI. Ich behaupte folgende Abschdtzwngen: Die n-ten Ableitungen 
von log (Q? + 4 L) + log (Q2+ 4M) nach (2’, y’) sind < Jo:(R+Jo): RB 
im Fall k =1 und p=q =r =0; sie sind < Jo: (R+Jo+Jo0):(R+ Joo)" 
im Fall p =1 und k =r =O nebst ¢ =>0; sie sind < Jo: (R+J9+do0)"*" 
in den iibrigen Fallen von (14.17); dabei ist » = 1, 2,3. Die m-ten Ab- 
leitungen von — log (Q?+4Z) + log (Q?+ 4M) nach (2, y, 2’, y’) sind 
<—1:R” im Fall k l und p=q=r=0; sie sind <1:(R + Joo)” 
im Fall p = 1 und k =r =O nebst g > 0: sie sind < 1:(R+Jdo+Jdo9)” 
in den iibrigen Fallen von (14.17); hiermit sind sie <1: R” in allen 
Fallen; dabei ist m wie in Nr. 16b 11 zu wihlen. 

Zum Beweis setze man z = x oder z = y. Dann ist 

(— log (Q* + 4.L) + log (Q’ + 4M)), 
(Q? + 4M) -((k—p) Jo+(r—q) Joo)y — (Q*+ 4M), -(---+) 
ye (Q2-+-4L)-(Q?+4M) ; 
Q?- Sox’ — Qe - Jo 
Q* - (Q? + 4JoJo) 





Das ist gleich 4 Jo: im Fall k =-1 und p=q =r =0, 


ferner gleich 


J, LWe+ qJoo)e’ — Q2 (Jo+qJoo) + 459 (Jnodaz’ — Jooz' Jo) 
= =o 


(Q?+ 4J oJ + 4JooJoo + 4qJy Joo): (Q? + 4J 99560) 





im Fall p = lundk = r = Onebstg = 0, woraus vorstehende Abschatzungen 


folgen. 
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VII. Ferner besteht die Abschdtzwng 
D’ (— log (Q? + 4L) + log (Q@ + 4M))=1:R 
und die m-ten Ableitungen davon nach (z, y, 2’, y’) sind < 1: R™*'; dabei 
ist m wie in III zu wahlen; das gilt dann und nur dann, wenn (k, p, q, r) 
auBer (14.17) noch die Bedingungen (18. 2) fiir log (Q? + 4Z) und die fiir 
log (Q? + 4M) erfiillen. Diese Bedingungen sind, wenn w wie in (18. 1) be- 
stummt ist, 
(18. 7) I) P+e—p+t+2wpq =9, 
(Il) Pp +r? —p+2wpr =0, 
(Ill) 2pr+2pq—q—r+2wp? + 2wgr = 0, 
(IV) #@+r2—k+2wkr =0, 
(V) 2kr+2pr—2r+2wkp+2wr =0. 
(18.7) sind nach III hinreichende Bedingungen; ihre Notwendigkeit beweise 
ich folgendermaBen. Voriibergehend kiirze man die linken Seiten von 
(18.7, 1... V) mit a, 6, c, d, e ab. Dann ist nach (18. 5) derjenige Teil von 
D’ (— log(Q? + 4 L) + log(Q? + 4M)), der nicht < 1: R fiir alle nach (14. 17) 
erlaubten (k, p,q, 7) ist, gleich der Differenz 


4g EtPMoteIoJoo pe dI8+bIboteJo Joo. 

(Q?-+-4L)* (Q@*+ 4M)? 
Fiir Ji, =J)) =0 wird diese Differenz gleich 16J9-((a —d)J9 + (c —e) Joo): Q*. 
Das widerspricht der geforderten Abschitzung, wenn nicht (d —a)J, + 
+ (e—c)Jog = 0, also d =a und e =c besteht. Hierfiir wird die Diffe- 
renz gleich 
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00 











> « ‘ (p—k) Jo +(q—r) Joo 

. ae h.. = e 

oo) Q+ 2L+2M) Cap eam 

Sie widerspricht mit Riicksicht auf (14.18) der geforderten Abschatzung, 
wenn nicht 


2 cJ,J 


aJ5 + bJ5,+¢d,J 4, =0, alsoa=b=c =0 


und damit auch d = e = 0 ist. 

Demnach sind (18.7) auch notwendige Bedingungen fiir die anfangs VII 
angegebenen Abschatzungen. 

VIII. Fir D’(— log(Q? + 4L) + log(Q? + 4M)) und die Ableitungen 
davon gebe ich bei erfiillten Bedingungen (18. 7) noch genauere Abschatzungen 
an, aus denen das Randverhalten hervorgeht. Hierzu ist D’(. . .) als Differenz 
zweier Ausdriicke (18.3) darzustellen. Dabei fallen die am VII kritischen 
Bestandteile wegen erfiillten (18.7) weg. Die Differenzen entsprechender 
Einzelbriiche sind nach V und VI so zusammenzufassen, daB sie den gemein- 
samen Faktor J, erhalten, und dann nach dem dort angedeuteten Verfahren 
abzuschaétzen. Die Durchrechnung fihrt zu folgendem 


| 


ir 


n 
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Ergebnis im allgemeinen Fall: 

Fir k =1 und p =q =r =O sind alle Bedingungen (18.7) erfiillt. 
Es ist D’(...) < Jo:(R+ J )*. Die erste Ableitung davon nach z’ oder 
y' ist < Jy:(R+ Jo). Die m-ten Ableitungen davon nach (z, y, 2’, y’) 
sind = 1:(R+ J,)"*'. 

Fiir p = 1 und k =r = O nebst g = 0 sind die Bedingungen (II, IV, V) 
befriedigt und geht (III) in g + 2 = 0 iiber, wodurch dann auch (I) be- 
friedigt wird. Ist letztere Bedingung erfiillt, so ist D’(...) < Jo: (R+ 
+ Jo +Jo09):(R + Joo). Die erste Ableitung davon nach 2 oder y’ ist 
<= Jo: (R + Jo + Joo): (R + Joo. Die m-ten Ableitungen davon nach 
(x,y, 2’, y’) sind <1:(R + doo)”*". 

In den iibrigen Fallen von (14. 17) besteht bei erfiillten Bedingungen (18. 7) 
D'(.. .) < Jo: (R + Jo + Joo)*. Die erste Ableitung davon nach 2’ oder y’ 
ist < Jo: (R + Jo + Joo)’. Die m-ten Ableitungen davon nach (2, y, 2’, y’) 
sind <1:(R+d,)+ Joo)” a 

Stets ist m wie in III zu wihlen. 

IX. Beschrinkt man im Sonderfall EF =A+T den Koeffizienten- 
quadrupel (k, p,q, 7) auf die in P vorkommenden Moglichkeiten, so folgt aus 
dem Hilfssatz von IV, daB die Bedingungen (18.7) mit w = — cose erfillt 
sind. Dann besteht das 


Ergebnis im Fall E = 4+ T: 


Fiir 4’ (— log(R® + 4 L) + log(R? + 4 M)) gelten die fiir D’(...) in VII 
und VIII angegebenen Abschiitzungen. Weiter ist dann unter Hinzunahme 
von VI 


A'(...) + T'(...) do: (R+ do): R im Fall k = 1 un! p =q = 7 =0; 
A’(...) + T'(...) S do: (R + Jo + Joo): (R + Joo) 
im Fall p = 1 und k =r = O nebst g = 0; 
A’(...) + T’(...) < Jo: (R + Jo + Joo)* in den iibrigen Fillen von (14. 17); 
damit 
A’(...)+ T’(...)<1:R im allen Fallen. 
Die ersten Ableitungen von A’(...) + 7’(...) nach 2 oder y’ und die 


m-ten Ableitungen davon nach (z, y, z’, y') werden genau so abgeschatzt 
wie die entsprechenden (m + 1)-ten Ableitungen von (...) in VI. 


e. Es sind noch die Abschdtzwngen der Nr. 16b fiir b = by unter Bei- 
behaliung des allgemeinen E entsprechend Nr. 18a, b zu erginzen. Jetzt treten 
e und Jo9 nicht auf. Es geniigt, in den Abschatzungsergebnissen J anstatt Jo 
zu schreiben, wobei J (allgemeiner als Jg) in Nr. 16a eingefiihrt wurde. 
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X. Aus Nr. 16b IV fiir J = J und (16. 4) folgt 
D’ (— log Q* + log(Q? + 4, J%)) 
= D log (QQ? + 4J3,J)) < J: (R+ Jf <1:(R+J)=1:R. 
Die erste Ableitung davon nach 2’ oder y’ ist < J:(R+J8 =1:(R+ Jp 
~ 1: R®. Die m-ten Ableitungen davon nach (z, y, 2’, y’) sind < 1:(R+J)"*! 
<1: R"*'; dabei ist m wie in III zu wihlen. Dasselbe folgt aus JII fiir 


f/=lunds i = 9 = Ound ebenso aus VIII fiirk lundp =q =r =O, 
da dann (18. 2,7) erfiillt sind. 


XI. Aus X, ferner aus Nr. 16b II, III fiir J = J und (16. 4) folgt unter 
Anwendung einer (16.3) entsprechenden Identitat, daB 


E’ log(Q@? + Q@?"° + 8JoJ)), FE’ log (QQ? + 45, J%) 
und E£’ log (Q?” + 4J,J)) = 1:(R+J) 

sind. Die m-ten Ableitungen dieser drei E’ log(...) nach (z, y, z’, y’) sind 
< 1:(R+J)"*'; dabei ist m wie in III zu wahlen. Gleiches gilt, wenn man 
formal E durch E ersetzt; denn EF geht aus £ durch hier unwesentliche Ab- 
anderungen der Faktorfunktionen Ay, By, Co in Ao, Bp, 0, hervor. Ebenso 
sind alle Beweise fiir Null anstatt J) durchzufiihren, wobei (16. 2) zu beriick- 
sichtigen ist. 

XII. Entsprechend V und VI gilt fiir das in (16. 1) eingefiihrte H, daB 
H < log(1-+ =) ist. Die n-ten Ableitungen von H nach (z’, y’) sind 
<J:(R+J)-R" fir » =1,2,3. Die m-ten Ableitungen von H nach 
x,y, x’, y’) sind = 1: R", wobei m wie in Nr. 16b II zu wahlen ist. 

XIII. SchlieBlich beweise ich fiir das in (16.5) eingefiihrte Py, daB 
E’ P, <= J:(R+¥J)- R ist; die mten Ableitungen von E’ P, verhalten sich 
wie die (m+ 1)-ten Ableitungen von H gemaB XII; gleiches gilt fir E 
anstatt £. 

Denn setzt man in (16.3) J = Jo, also H = Po, und vertauscht ¢ mit ¢’, 
so findet man nach XII in (E’ Py — D’ Py) und nach X in D’ log(Q? + 4 Jy J) 
Funktionen, die obigen Abschitzungen geniigen. Weiter ist D’ log Q? =0 
wie in (16.2). Setzt man z = z oder z = y, s0 ist 


(- log (Q2 + Q?”’) + log (Q? a Qe” +8 J, J5) ss log Q? — log (Q? + 4J, J). 
(0? —Q*”),,-Q?— (@°—Q*”) .Q?, 

PEE FEIT) (PF AIS) (CFOS 
To PP ) — Joe (C—O) 
(PFE TBST) (OF AIS) 
daraus folgt, daB auch die restlichen Glieder in (16.3) den behaupteten Ab- 

schatzungen geniigen. 


—_~ 
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19. Grundlegende Eigenschaften von P. 


a. Auf Grund der Abschatzungen in Nr. 18 und Nr. 16b, auf die ich in 
dieser Nr. 19 im einzelnen nicht mehr hinweise, ergeben sich folgende Figen- 
schaften von der durch (17. 3) eingefiihrten Parametrix P = P(x: 9, ge, ..-; Gp) 





wnd von den durch (17. 1) und (16. 5) eingefiihrten P = P(x: g,...,g) und 
P = Po. 


I. P ist stetig solange R> 0. Die méglichen Ableitungen von P sind 
in bezug auf z und y, ebenso in bezug auf 2’ und y’ von héchstens dritter 
Ordnung. Die danach zulassigen m-ten Ableitungen sind stetig fiir ¢ und ¢’ 
in 6, solange R > 0 ist. 

Il. Es ist P(x: 9),...,9p) < 2,C,C,- log(1 + J,: R)fire = 1,...,9; 
dabei ist C, wie in Nr. 10a III anzugeben und ist fiir J, der kleinere der 
Werte Jo, und Joo, zu nehmen. Ferner gilt 


P(x:g,...,g) und Py <= log(1+J: R); 

dabei ist fiir J der kleinere der Werte Jy und Jog bzw. J = Jy zu nehmen. 

Ill. Die m-ten Ableitungen von P(x:g;,...,g,) nach (2’, y’) sind 
< 2,C,C,-J,:(R+J,)- R”. Die m-ten Ableitungen von P(x: g,..., 9) 
und P, nach (z’, y’) sind < J:(R + J)- R”. Beidemal ist m = 1, 2,3 und 
sind C,, J, und J wie in II anzugeben. Bei den Differentiationen erhalt man 
zuerst fiir C’, andere Funktionen, jedoch mit den gleichen allgemeinen Eigen- 
schaften wie C,; sie lassen sich wieder durch C’, abschiatzen. 


IV. Es ist P= 1+ |logR|. Die mten Ableitungen von P nach 
(x, y, x’, y’) snd < 1: R”. Dabei ist m wie in I zu wahlen. 
V. Es ist 


1’ P(m:91,.. +s Gp) + T’ Pl: 91, - - -» Gp) < 2,C,C.-J,:(R+d,)- RB. 


Ferner gilt A’ P(x: g, ...,g) + 7’ P(a:9,...,g)undE’ Py < J:(R+J)-R. 
C,,J, und J sind wie in II anzugeben. 


VI. Die ersten Ableitungen von A’ P(x: g;, ..-; Gp) + T’ P(x: 91, --++ Gp) 
nach 2’ oder y’ sind < 2,0,C,-J,:(R+J,)- R*. Die ersten Ableitungen 
von A’ P(x:g,...,9) + I’ P(x:g,...,g) und E’ Py nach 2’ oder y’ sind 
<J:(R+J)- R. O,, J, und J sind wie in II anzugeben. 


VII. Es sind A’ P(x: g;, ..-, Gp) + T’P(a: 91, .-'+) Gp), ferner 
A’ P(x:9, ...,9)+ 7’ P(a:g, ..., 9) und E’P, = 1:R. Die méglichen 
Ableitungen dieser drei Differentialausdriicke nach (z, y, z’, y’) sind in bezug 
auf z und y von hichstens dritter Ordnung, dagegen in bezug auf 2’ und y’ 
von héchstens erster Ordnung. Die danach zulassigen m-ten Ableitungen sind 
<i: 3P™. 
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VIII. 42+ P(a: 91, .-- Jp) + log R*, ferner4a- P(x:g,...,9)+logR 
und 42 - Py + log(Q? + Q?”’) sind stetig und haben stetige m-te Ableitungen 
nach (2, y, 2’, y’) fiir ¢ in (6 —d) und ¢’ in b, ebenso fiir ¢ in 6 und ¢’ in 
(6 —d), und zwar einschlieBlich R = 0. Dabei ist m wie in I zu wahlen. 

IX. Esgilt4 1 - P(x: 9), ..., gp) + log R® = 1+ |2Z,C,C,- log (R+ J,)|, 
Ferner sind 42-P(x:g, ..., 9) + log R® und 42- Py + log(Q? + Q”) 
<1+|log(R+J)|. C,, J, und J sind wie in II anzugeben. 

X. Die mten Ableitungen von 42- P(m:9;,..., 9) + log R® nach 
(x, y, 2’, y') sind < 2,C,C,:(R+J,)". Die mten Ableitungen von 
4x-P(x:g,...,9) + log R* und 4a- Py + log(Q® + Q®”) nach (z, y, 2’, y) 
sind < 1:(R + J)". Dabei ist m wie in I zu wahlen. C,, J, und J sind wie 
in II anzugeben. 

XI. Es ist A’(4a- P(m: 9;,..., Jp) + logR*)+T"(...) = 2,C,C,:(R+J)), 
Ferner gilt 


A’ (4x- P(x:g,...,g) + log R*) + T’(. ..) und B’(4z - Py + log(Q? + Q?”)) 


= 1:(R+ J). 
C,, J, und J sind wie in II anzugeben. 
XII. Die m-ten Ableitungen von 


A’ (4a- P(x: 9;,..., Gp) + log R*) + T’(...) 
nach (z, y, 2’, y’) sind < 2,C,C,:(R + J,)"**. Die mten Ableitungen von 
A’ (42a- P(x:9,...,9) + log R*) + T’(...) 


und E’ (42 - Py + log (Q? + Q?”)) nach (2, y, 2’, y’) sind =1:(R+ J)"*1, 
Dabei ist m wie in VII zu wahlen. C,, J, und J sind wie in II anzugeben. 


XIII. P = P”, d.h. P ist symmetrisch in ¢ und ¢’. Man kénnte all- | 


gemeiner P”’ P verlangen, wobei P eine fiir (A + T) bzw. E anzugebende 
unsymmetrische Parametrix mit den Eigenschaften I bis XII wire. (Das 
ergibe keine Vorteile, aber formale Erschwerungen.) 

b. Zuséitze. 

XIV. Die genannten Eigenschaften gelten auch bei Vertauschung von 
i mit ¢’. Ferner gelten sie, wenn man T durch T und E durch E ersetzt. 
P ist in gleicher Weise Parametrix fiir das adjungierte Randwertproblem, 
also P = P. 


XV. Die Abschatzungen V, VI und VII werden fiir P(x: g, . . ., g) und Py 
giinstiger, das heiSt weniger singular, wenn man sich auf E = A beschrankt. 
Es sind namlich A’ P(x:g,...,g) und A’Py < J:(R+J)*. Die ersten 
Ableitungen dieser A’ P nach (z’, y’) sind <J:(R+J)8. Die m-ten Ab- 
leitungen dieser A’ P nach (2, y, 2’, y’) sind <= 1:(R+ J)™*!; dabei ist m 
wie in VII zu wahlen. 
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Fiir P(x: 9,....,G,) gilt nichts Entsprechendes, da die Faktoren B, 
in (17. 3) das Auftreten von ersten Ableitungen von P auch in A’ P erforderlich 
machen und diese auf R bzw. auf Potenzen von R im Nenner der Abschatzungen 
fihren. 

XVI. Neben den durch (17.3), (17.1) und (16.5) eingefiihrten Para- 
metrizes P(x: 9,,..., 9»), P(a: 9, ...,g) und Po bestimmte ich noch P = S, 
in (15. 2) als Parametrix fiir ein Rechteck oder eines der dort genannten drei 
Dreiecke im Fall E = A + T, weiter P = P(x: 2, 2, 2, 2) in (17. 2) als eine 
andere Parametrix fiir ein Rechteck, ferner P = P, in (16. 6) als Parametrix 
fiir b) im Fall E = A, wenn die den Rand dy von by darstellenden X (s) und 
Y(s) in jedem Bereich s,_; Ss S 8, ftimfmal stetig differenzierbar sind. 
S,, P(x: 2,2,2,2) und P, haben die entsprechenden Eigenschaften wie 
P(x: 93, -++sGp)s P(a:g,...,g) und Po. Thr Verhalten ist (wie in Nr. 15b, 
17b und 16d angegeben wurde) teilweise wesentlich weniger singular. 

XVII. (4P+ TP) fir P = P(x:g;,...,9)), P = P(x:g,...,9), 
P =S, und P = P(x: 2, 2, 2,2), weiter EP, und AP,, ferner die dazu 
transponierten und adjungierten Differentialausdriicke fiihren als Kerne der 
Integralgleichung 
(1. 1) W—|K-W'dt =M inb 
auf den Sonderfal) Nr.1d mit K = N:R. Betreffs letzterem gilt die im 
Abschnitt I entwickelte Auflésungstheorie. Fiir 4P, wird insbesondere 
K =N. Fir AS, und A P(z: 2, 2, 2, 2) und die transponierten Fille wird K 
sogar mehrfach stetig differenzierbar fiir ¢ und ¢’ einschlieBlich R = 0. In den 
letzten Fallen ist der Beweis der Hauptsiatze fiir (1. 1) wesentlich einfacher als 
im Abschnitt I angegeben durchfiihrbar. Darauf wurde im ersten Satz der 
Nr. 2c hingewiesen. Das berechtigt die Bevorzugung der eingangs Nr. l5a 
angegebenen Bereiche. 

Vom Randwertproblem herkommend unterscheide ich vier Kerne von 
(1.1), naémlich BP, (EP) = E£’ P, EP =EP und (E Py’ = EF’ P einschlieB- 
lich des Normalfalls (A + 7) und Sonderfalls 4 von £. 


20. Hilfssiitze betreffs Vertauschung von Differentiation und Integration. 
Diese benétige ich zum Nachweis der in Nr. 21 bis 23 angegebenen 
weiteren Eigenschaften der Parametrix P. Dabei benutze ich wiederholt 
Abschatzungen der Nr. 18 und 16b, ohne darauf im einzelnen hinzuweisen. 
a. Zuerst bringe ich weitere Eigenschaften von log Q?. 
I. Man setze voriibergehend K = log(Q? + Q?”) oder K = log Q? oder 
K = logQ*”. Ferner sei u = z oder u = y und vw = z oder v = y. Dann 
sind (K, + K,,) und (K,, + Ky,» + Ky» + Ky) beschrainkt fiir ¢ und ¢’ 
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in b einschlieBlich R = 0. Insbesondere ist (log R*), + (log R2),, = 0. Die 
méglichen Ableitungen von (K,+ K,,) bzw. von (K,, + Ky, + Ku + Ky») 
nach (z, y, x’, y’) sind in bezug auf x und y, ebenso in bezug auf 2’ und y 
von héchstens zweiter bzw. ereter Ordnung. Die danach zulassigen m-ten 
Ableitungen von (K, + K,,) und ebenso von (K,, + Kw» + Ky» + Ky) 
sind = 1: R”. 

Diese Behauptungen ergeben sich aus 


(Q? + Q?”) - (log. (Q? + Q*”) + logy, (Q? + Q?”)) 
= (C, + Cy) - (2 — 2 — 2(B, + B,)- (2 — x) (y’ — y) + 
+ (dy + Ay) (y’ — yp 
und ahnlichen Formeln. 

II. Man setze voriibergehend L = — log Q@” +- log (Q? + Q?”’). Dann 
sind (L,, + Z,,) und (Ly, + Ly» + Luw + Ly) stetig fiir t und ¢’ in 5 ein- 
schlieBlich R = 012); uw und v wie in I. Die m-ten Ableitungen von (...) 
nach (z, y, 2’, y’) sind < 1: R™~', wobei man m wie in I wihle. Die erste 
Ableitung von jedem Ausdruck (...) nach z oder y oder 2 oder y’ ist 
beschrinkt fiir ¢ und ¢’ in 6 einschlieBlich R = 0. 

Diese Behauptungen ergeben sich aus 


Q?” -(Q? + Q?”’) -(— log, Q?” + log, (Q?+ Q?””) — log, Q?” + log, (Q?+ Q”’)) 
= Q”.((C, — Cy.) - (x — x — 2(B, — By) -(z’ — 2) (y’ — y) + 
+ (A, — Ay) -(y’ — y)*) - 
— (P—@") - (Cy: (x — x — 2B, - (2 — 2) (y’ — y) + Av (y’ — 9) 
und ahnlichen Formeln. 
III. ¢ liege im Innern von b, das heiBt in (6 —d). a sei eine positive Zahl, 
die man so wihle, da8 sich die Kreisflache um t mit dem Halbmesser a und dem 


Umfang u in (6 — d) befindet. ¢’ liege auf u und (X’, Y’) sei die Parameter- 
darstellung von uw. Dann ist 


| (dog Q),, - (B- X!, — A- ¥',) + (log @),, -(C - Xi, — B-Y!)) ds’ = 4a 


unabhangig von a, wenn sich ds’ iber « bei in positiver Richtung fortschrei- 


tenden s’-Werten erstreckt, wie eine Ausrechnung des Integrals ergibt. Ins- | 


besondere ist 
(20. 1) | (og R2),,ds’ = 42. 
b. Vertauschung von Differentiation und Integration. 


IV. Es sei N = N(t, t’) stetig differenzierbar nach z und y fiir ¢ und ¢’ 
in b, wenn R > Oist. Ferner seien N, N, und N, < 1: R* fir0 < p <2. f = f(t) 
habe die in Nr.3a angegebenen Eigenschaften; f =/f(t) sei fiir ¢ in 


12) Insbesondere sind diese Ausdriicke = R. 
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b = b(m:91,---»9,) irgendeine integrierbare und beschrankte Funktion. 
Liegt jedoch b = by vor, so verstehe ich unter ¢ eine Konstante, die 2e < 2 — p 
und 0 < e < 1 geniigt und sonst willkiirlich ist; dann sei / irgendeine in bp 
integrierbare und in (by — dp) beschrankte Funktion, die f < 1: n° im Rand- 
streifensystem 0 < n(t) < m (Fig. 1 in Nr. 12b) erfiillt. B sei ein Teilbereich 
von b von gleicher Art wie b, der auch mit b zusammenfallen kann. Dann gilt der 


Hilfssatz: j N - f'dt' ist stetig differenzierbar in b; dabei sind Differen- 
tiation und Integration vertauschbar; dt’ soll sich tiber B erstrecken. 


Der Beweis geht davon aus, daf {N -f'dt’ und (N, - f'dt’, ausfihrlicher 
B 


geschrieben » 


ff N(z,y; 2, y')- f(z’, y) da’ dy’ und fj N,(z,y;7,y')-f(z,y)dx dy, 

¥ Hi 

nach (3. 5) stetig in 6 sind. (z, y) sei ein fester Punkt in B und C der zu B 

gehorende Teil des Rechtecks |z — z'| Sc, |y — y'| Sa fir ec >|z— 2, 

wobei ¢ und a sonst willkiirliche, positive Zahlen sind. Dann folgt aus 

{J N(x, y; zy’): f(z’. y')da2' dy’ — i) N(z,y; 2, y') f(z’, y') da’ dy’ 
B-c 


B-C 
z 


j fj N,(w,y; 2, y') f(z’, y) da dy’ dw 
z B-C 
mittels GrenzprozeB 


{[ N(x, y3 2’, y’) ‘f(z’, y') da’ dy’ — {fy (z,y;2,y') f(z. y/)da' dy’ 
1" 


= j ff N,(w, y; 2, y') f(z’, y') da dy dw 
z B 


und hieraus 


({N-fdt’), =[N,-f de. 
Entsprechendes gilt fiir die Differentiation nach y. 


V. Es sei M = M(t, t’) irgendeine stetige Funktion mit stetigen ersten 
Ableitungen nach 2’ und y’. Weiter sei N = N(t, t’) stetig in ¢t und ¢’ in 5, 
wenn R > 0 ist, und iiberall beschrankt. Ferner fiihre ich p und B wie in IV 
ein. Dann gilt der 


Hilfssatz: (32 - M (w, t’) dw hat die gleichen Eigenschaften wie M ; 
» Ww 
dabei ist die Differentiation nach x’ oder y' mit der Integration vertauschbar. 








Beweis. Die Stetigkeit von (= t0) M(w,t')dw, F © - M,,(w,t') do 
(t, w) ) R? (t, w) R? (t, w 


d [ze M_, (w, t’) dw in x und y gleichmaBig in ¢’ folgt. aus (3. 5) und 
(f, w . 


g* 
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diejenige in z’ und y’ gleichmaBig in ¢ folgt aus (3. 1). Daraus ergibt sich die 
Stetigkeit dieser Integrale in allen vier Veranderlichen. Weiter ist der Unter. 
y(t, w) N (t, w) ’ : 

Pan 5 ee’ (w,t')dw bzw. Fae ty (w, t’) dw und einem 
zugehdrigen eitieheaiitaaiiile von {ae w) 

J RP (t, w) 
beliebig klein zu machen, woraus die Vertauschung von Differentiation und 
Integration, ferner die Stetigkeit der Ableitungen folgt. 


schied zwischen {2 








pe (w, t') dw nach (3.1) 


VI. F habe genau die Eigenschaften wie das bekannte Glied der 
Differentialgleichung EU = F, also * 


(10.2) F =F (t) = F(z, y) sei stetig in 6 und stetig differenzierbar in (b —d); 
ferner seien F, und F, < logn fiirb=b, und 


<2,C,:logn, mit v=1,...,q fir b = d(x: 9, ..., g%). 


Zur Abschitzung durch log » und log m, !%) mache ich die gleichen Voraus- 
setzungen wie in Nr. 10a; daselbst wird auch die Funktion C, = C,(t) definiert. 
Dann gilt der 


Hilfssatz: f log (Q? + Q?")- F’dt’ ist eine in b stetig differenzierbare 
Funktion und thre ersten Ablettungen haben die gleichen allgemeinen Eigenschaften 
wie F. 

Zum Beweis verstehe man unter g = g(t) irgendeine zweimal stetig 
differenzierbare Funktion, die g > 0 in (b—d) und g < n baw. <= Z,C,-n, 
wie U in (10. 10) geniigt. Dann ist (unter Beriicksichtigung von IV) 


(f log (Q? + G2”) - F’ dt’), = f (log. (Q® + Q2”) + log, (Q2+@”")) «Fr de’ + 
+ J (log (1 + a9" Gan) FP’), de’ — { (log (Q* + Q” + gy’): F)p.dt’ + 
+ flog (Q? + Qe”) - Ft, dt’. 


Das viertletzte Integral ist nach I und das letzte Integral nach dem Hilfs- 
satz IV stetig differenzierbar. Das drittletzte Integral ist nach dem GauBschen 
Satz tiber die Umwandlung von einem Bereichintegral in ein Randintegral 
identisch Null. Beim vorletzten Integral ist in (6 -- d) eine nochmalige 
Differentiation mit der Integration vertauschbar; die erste Ableitung nach 
z oder y ist <logn bzw. < Z,C,-logn,. Entsprechendes gilt fiir die 
Differentiation nach y. Aus allem folgt das Behauptete. 


8) Vgl. FuBnote zu Nr. 16a. 
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VII. Hilfssatz: Jst F wieder die im (10.2) eingefiihrte Funktion, so 
haben { E log (Q2 + Q2”)- F’dt’ und { Blog (Q? + Q2”)-F’dt’ die gleichen 


allgemeinen Eigenschajften wie F. 


Zum Beweis fiihre ich g wie in VI ein. Dann ist 


[(A A’) - log, ,(Q? + Q?”)- F’dt’ 
= | ((A — 41) -loge(1+ gr S%qn) :F’),, de 


— | ((A — 4’): log, + @” + gg’): PF), dt’ 

+ J (A — Ay loge(Q? + G2”) - F’ de’ 

+ f(A — A’) log. (Q? + @”)- Fy de’ 

+ | (A -- A’) (log, (Q? + Q?”) + log,.(Q? + Q?”)). °F’ dt’. 
Das fiinftletzte Integral ist nach dem in VI erwahnten GauBschen Satz identisch 
Null. Beim viertletzten Integral ist in (6 — d) eine Differentiation mit der 
Integration vertauschbar; die erste Ableitung nach z oder y ist < log » bzw. 


= Z,C,- log n,. Das drittletzte Integral ist nach VI wie F, das zweitletzte 
nach ITV und das letzte nach I stetig differenzierbar. Somit ist 


[ (4 — 4’) - loge n(Q* + Q?”) FY de’ 
von der Art wie F, und gleiches gilt fiir 
{ (B — B’) - log, ,(Q? + Q?”)- F’dt’ und j (C —C’) - log, ,(Q? + Q2”)- F’ dt’. 


In ahnlicher Weise ist [ (A - FY -(— log Q” + log (Q? + Q2”)),. dt’ zu zer- 
legen und zu untersuchen. Dabei tritt die Anwendung von II an die Stelle 
derjenigen von I. Man findet, daB letzteres Integral und ebenso die beiden 
weiteren Teilintegrale von { D( — log Q?” + log(Q? + Q?”))- F’dt’ von der 
Art wie F sind. Dann ist wegen (16.2) auch | D log (Q? + Q2”)- F’dt’ von 
der Art wie F. Aus allem folgt bis jetzt, daf 


. 


| (A - loge s (Q? +Q?”) + 2- Blog,, (+ @”) + C- log,, (Q? + Q”)): Fdr’ 


von der Art wie F ist. Die restlichen Teilintegrale von {zE log (Q? + Q2”)-F’dt’ 
und { E log (Q2 + Q2”) - F’dt’ sind nach VI und IV von der Art wie F. 
VIII. | E’ iog (Q? + Q?”)- F’dt’ und { BE’ log (Q2 + Q2"’)- F’dt’ haben die 
gleichen allgemeinen Eigenschaften wie F. 
Das 1a8t sich auf die gleiche Art wie der vorstehende Hilfssatz VII 


beweisen. 
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21. Eigenschaften iterierter Differentialausdriicke von P fiir eckenfreie Bereiche, 


P = P, ist die durch (16. 5) eingefiihrte Parametrix fiir den eckenfreien 
Bereich b, und fiir den allgemeinsten elliptischen Differentialausdruck £, 
somit auch fiir den zu Z adjungierten Ausdruck E. Nachfolgend stelle ich die 
Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften der zweiten, dritten und 
vierten Iteration von E’ P, und der zweiten Iteration von E P, fest und schatze 
diese Iterationen und deren mégliche Ableitungen in bezug auf ihr Verhalten 
am Rand und fiir R ~ 0 ab. Hierzu benutze ich wiederholt die Ergebnisse 
der Nrn.3b, 16b, 18, 19 und 20, ferner den GauB8schen Satz iiber die Um- 
wandlung eines Bereichintegrals in ein Randintegral, ohne im einzelnen darauf 
hinzuweisen. Diese Ergebnisse, insbesondere die fiir E’ P, und E Po, wurden 
unter wesentlicher Benutzung der Definition von J) gewonnen. Erst nachdem 
diese Ergebnisse feststehen, geniigt es fiir das Folgende, in den bisherigen 
Abschatzungsergebnissen J, erlaubterweise durch das allgemeinere J, das in 
Nr. 16a eingefiihrt wurde, zu ersetzen; denn ich benutze in Nr. 21 von Jy nicht 
mehr den genauen, im Randstreifensystem definierten Ausdruck fir J, 
(Nr. 16c), sondern nur noch die (insbesondere auch fiir J, giiltige) allgemeinere 
Eigenschaft von J, namlich J = » im Randstreifensystem. Damit werden 
aber keine Ergebnisse fiir das in (16. 1) eingefiihrte H, sondern fiir Po ge- 
wonnen. Wenn nun in den folgenden Abschatzungen J steht, so kann man 
dafiir ebenso J, setzen. 


a. Eigenschaften von E’ P. 


Zusammenstellung: Ich setze 


E' P® = | B Po(t, q)- E’ Pog, t’) dg. 
Diese Funktion in ¢ und ¢’ ist stetig und hat stetige erste Ableitungen nach z 


und y fiir ¢ und ¢’ in b, wenn R > 0 ist. Ferner hat E’ P® stetige zweite und 
dritte Ableitungen nach z und y fiir ¢t in (6 — d) und ¢’ in b, wenn R > 0 ist. 


Es gilt EB’ Pp?) = 1+ |log R| und E’ P< J:R. Die ersten baw. zweiten, 
dritten Ableitungen von E’ P® nach (z, y) sind 


bzw. 





~ 1+log (1+ R:J) ~ I 1 
—s dc Sey 


ei 
<8 
Beweis: I. EB’ P® ist stetig fiir R > 0 und ist 


ow 1 1 ~ 
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Ferner ist 
o ~ J (t) J (q) 
‘ p® =< d 
Bh = siz q): st a+J@) R(q, t’) - (Rg, t’) +4 (q)) . 
SJ. \ a eT 
a(tg) Rt) 
II. Ich setze voriibergehend 42-N = 42- Py + log(Q? + Q@”) und 
as 1 : J (g) 
(Ri,g+J@)"** Rig t’)-(R@t)+J@) 
Die m-ten Ableitungen von { EF’ N (t, q)° E’ P,(q, t') dg nach (2, y) sind dem- 
nach < { F,,dq fir m = 1, 2,3. Es ist 
io t 1 1 =~ 
Fid ————- -, d 1:R. 
| US \ Rag Rat ~ 
b, sei eine Kreisflache um t mit dem Halbmesser a, sofern sie zu b gehért, und 
etwa a R:2. Dann ist 
1 dq 
| Fp é¢< pw 175 a 
~ F ‘| (R (t, g)+J)" 
ba ba 
also =7,.log(1+ R:J) fir m=2 und = ERE fir m = 3. 
Ferner ist 
r ons 1 1 
F,,dq < — . d 
2 . 2 (Rit.g)+J @)"** Rg, t')-(R@t)+J @)'~* 
=—_—. : | a 
(R+J)"~?*+2¢ BG) R-*q,0) - 
b—ba 
1 


fiir m = 2 und 3. 


Al 


ait 
Demnach gelten die Behauptungen fiir die Ableitungen von 
[ BN (t, q)- EB’ Po(qst’)d 


III. Es sind noch die m-ten Ableitungen von { B’log (Qe (t, q) + 
+ Q?’’(t, q)) - E’ Po(q, t') dq nach (z, y) fiir m = 1, 2,3 zu untersuchen. fo sei 
ein festbleibender Punkt von 6 und Ry seine Entfernung von t’. Der verander- 
liche Punkt ¢ liege nicht weiter als etwa Ry: 4 von to entfernt, also R = Ro. 
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Den zum Ausgangsbereich 6 gehérenden Teil der Kreisflache um ty mit dem 
Halbmesser R,: 2 bezeichne ich mit &. Ferner sei g = (w, z). Dann ist 


* E’ log (Q®(t, q) + @”' (t. q)) - B’ Po(g, ’) dq 


—, © 
~ 4 


og (Q2(t, q) + G2” (t, q)) - E’ Po(g, t’) dq 


. - 


(q) — A(t)) - logww(Q?(t, g) + GQ?” (t, q)) - E’ Py(q, l)dq 


+ 


+ 
bo 
rote rey, | 


: (BW) ~ Bit) - log... (Q*(t, g) + Q?” (t, q)) : E’ Po(q, t') dq 


t 


}(C (q) — C(t) - log. .(Q?(t, g) + Q?”’ (t, g)) - E’ Po(q. t')dq 
D’ | — log Q(t, q) + log (Q*(t, g) + Q?”" (t, q))| E' Po(q, t')dq 


{ D’ log Q2(t, q) - B’ Po(q. t’)dq 


t 


Ao( (q) - log. (Q(t, g) + Q®” (t, q)) E’ Po(q, t')dq 


i 

| Bo 0(g) - log. (Q2(t, g) + G2” (t, q)) - B’ Po(g. t’) dq 

J Co (q) « log (Q(t, g) + Q(t, q)) - B’ Po(g, t’)dg. 

Das viertletzte Integral verschwindet identisch wegen (16.2). Das Integral 
tiber (b — k) hat stetige m-te Ableitungen nach z und y fiir R > 0, die 
E Pope ; Reh dqg=1:R™ sind. Die Ableitungen der ibrigen 


b—k 
Teilintegrale sind einzeln den (am Anfang der Nr. 21a zusammengestellten) 
Behauptungen gema&8 abzuschatzen. Dabei sind wiederholt partielle Inte- 
grationen und weitere Zerlegungen ahnlich der obigen anzuwenden. Die 
Emzelabschaétzungen verlaufen dann dhnlich wie die vorstehend in II oder 
in Nr. 20 VII angegebenen. Es treten auch Randintegrale iiber den in (6 — d) 
liegenden Teil des Kreisumfangs von k 9 /, die sich im Ergebnis ebenso wie 
die Integrale iiber k abschiitzen lassen. Die genaue Durchrechnung beweist 


die emgangs behauptete Zusammenstellung der Eigenschaften von E’ P2, 

b. Eigenschaften von E’ P® 

Zusammenstellung: Ich setze 

E’ P® — | B Po(t, q)- E’ P2'(q,)dq = | BE’ P2, q)- EB Po(q, t’)dg. 
Diese Funktion ist stetig fiir ¢ und ¢’ in 6 einschlieBlich R = 0; es gilt 
EP <= J-(1+ |log R|). Weiter hat EF’ P® stetige erste Ableitungen 
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nach x und y fiir ¢ und ¢’ in b, wenn R > 0 ist; diese sind < 1 + |logR|. 
Ferner hat 2’ P® stetige zweite und dritte Ableitungen nach z und y fiir ¢ 
in (6 — d) und ¢’ in b, wenn R > 0 ist; diese sind 

Set dS at ey 
wobei e irgendeine 0 < e < 1 geniigende Zahl bedeute. Durch genaueres Ein- 
gehen auf E’ P* kann man scharfere Abschatzungen angeben, die ich jedoch 
bei der Anwendung nicht bendtige. 

Der Beweis verlauft ahnlich dem entsprechenden fiir E’ P® und unter- 
scheidet sich giinstigerweise im wesentlichen dadurch von ihm, da8 die ersten 
Ableitungen des Faktors E’ P® (t,q) nach (z, y) und ebenso von E’ P® (q, t’) 
nach (w, z) im Gegensatz zu den entsprechenden von E’ P, integrierbar sind. 
Darum lassen sich die Aussagen iiber die ersten Ableitungen von E’ P® ohne 
die in a III angegebene Zerlegung beweisen. Zur Untersuchung der zweiten und 
dritten Ableitungen ist jedoch eine solche Zerlegung zu benutzen. Dabei ist 
die Abtrennung der Integration iiber k erst nach partieller Integration und an- 
schlieBender Vertauschung von Integration und einmaliger Differentiation 
erforderlich. 

Andererseits tritt gegeniiber dem Beweis fiir E’ P eine neue Schwierigkeit 
auf. Denn in den nach obigem Verfahren vorkommenden Teilintegralen der 
Art j log. (Q? (t, q) + Q?”’ (t, q)) - E’ P®, w(q,t')dq kann man nicht mehr 

« 

partiell integrieren, um sie einer nochmaligen Differentiation zuginglich zu 
machen, weil E’ P® owwo(q, t’) trotz der Beschrinkung von q auf k wegen des 
Randverhaltens wie 1 : J (q) nicht integrierbar ist. In solchen Fallen gebe man 
eine ganz im Innern von k gelegene Kreisfliche h um t) mit dem Halbmesser a 
an und beschranke ¢ so, daB t nicht weiter als etwa a: 2 von ty entfernt liegt. 
Ferner wahle man a < R,: 4 und a so klein, daB J (q) = J (t) fiir q in h ist. 
Hierdurch kann man die beiden Sonderfille, da& q auf dem Rand d von 6 liegt 
und da8 g mit t zusammenfiallt, verschiedenen Integralen zuweisen. Dann ]aBt 
sich 

{ logy, (Q?(t, g) + Q?” (t, g)) BPP wwl(q, “dq 

k 


=f ...dg tf [log(...)- 2 PP oe(gt)jw dg — flog (...)- BPP wwwlg.t’) dg 
h h 


mpl geforderten Weise abschatzen. 
c. Eigenschaften von E’ Pe. 
Zusammenstellung: Ich setze 
E' P® = | B Po(t, q)- BP? (q, t) dq =| BPS (t,q)- B Polg,¢’) dg. 
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Diese Funktion ist stetig und hat stetige erste Ableitungen nach z und y fiir 
und ¢’ in 6 einschlieBlich R = 0; es gilt E’ P& = J. Ferner hat E’ P% stetige 
zweite und dritte Ableitungen nach z und y fiir ¢ in (6 — d) und ¢’ in b, wenn 
1 +- log (1+ R:J) 

Rite ’ 
wobei e irgendeine 0 < e <1 geniigende Zah] bedeute. Durch genaueres Ein- 
gehen auf E’ P;? kann man scharfere Abschitzungen angeben, die ich jedoch 
bei der Anwendung nicht bendtige. 

Der Beweis verliuft ahnlich dem fiir Z’ P® und #’ P®., Nunmehr lassen | 
sich auch die Aussagen iiber die zweiten Ableitungen von & P( ohne die in 
a III angegebene Zerlegung beweisen. Jedoch ist zur Untersuchung der dritten 


R>0 ist; diese sind < 5 + |logJ| -|log R| und < ry 


Ableitungen die beim Beweis fiir EF P® eingefiihrte Zerlegung gewisser Inte- 
grale in die iiber (6 — A) und die iiber A erforderlich. 


d. Eigenschaften von E P?. 
Zusammenstellung: Ich setze 
EP® ={ EPy(t, q)- E Po(g, t’) dg. 
Diese Funktion ist stetig fiir ¢ und ¢’ in 6, wenn R>O ist; es gilt 
EP» =1+|logR|. Ferner hat EP; stetige erste Ableitungen nach z und y 
fiir t in (6 — d) und ¢’ in b, wenn R > 0 ist; diese sind cathe ete) 
Der Beweis ist ahnlich dem fiir die ersten Ableitungen von E’ P® 7u fiihren. 


Wiahrend beidemal nach den im ersten Faktor von f...dg vorkommenden 
zund y zu differenzieren ist, steht jetzt im Zahler der Abschatzung des ersten 


bzw. zweiten Faktors J (q) bzw. J (t’) zum Unterschied von J (t) bzw. J (q) in | 


E’ P® = ( ...dq. Es kann daher der Ziahler des zweiten Faktors den Nenner 
des ersten jetzt nicht mehr abschitzen. Das bedingt die angegebene Ab- 
weichung des obigen Ergebnisses von dem der Nr. 21a auf Grund folgender 
Abanderung des Beweisverfahrens. N und }, fiihre ich wie in all ein. Die 


ersten Ableitungen von j EN (t, q)- EPo(q, t’)dq nach z und y sind demnach 


2 | aS 
-)(Rea+J@) Fan “2 
b 








23: | ais l | = . dq 
R Jj(R+JP  (R+J/ R®-*(t,q) R(q,t’) 

ba b-ba 

~log(i+R:J) , 1 


—— =h> == 


<— a R 


in Ubereinstimmung mit der Behauptung. In entsprechender Weise sind die | 


Abschatzungen der weiteren Teilintegrale abzuandern. 
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22. Eigenschaften iterierter Differentialausdriicke von P 
fiir Bereiche mit Ecken x: g. 


a. Die in Nr. 21 fir P = P, nachgewiesenen Higenschajten gelten auch 
jiir die durch (17.1) eingefiihrte Parametrix P = P(x:g,...,9) fiir den 





Bereich b = b(a:g,...,g) mit untereinander gleichen Ecken e = 2: g, die 
nicht auf emen der méglichen Doppelpunkte des Randes d fallen, wenn man 
daselbst E = 4 + T (Normalform von £) setzt und in den Abschatzungs- 
ergebnissen unter J den kleineren der Werte J) und Jo versteht. 

Zum Beweise schreibe ich die iterierten Ausdriicke (A’ P(m:g, ..., 9) + 
+ P(x: g,...,g)) fiir v = 2, 3, 4 wieder in der Form { L(t,q)-M(q,t')dq 
= Nit, t’) an; dabei bedeutet L = Lit, t’) und ebenso M = M(t, t’) eine 
Iteration von (A’ P + T’ P) von niedrigerem als v-ten Grad bzw. diese Funk- 
tion selbst entsprechend den Definitionen eingangs Nr. 2la,b,c und d. 
Hierauf wende ich die in Nr. 21 benutzten Zerlegungen der Integrations- 
bereiche und Integranden, ferner Differentiationen und partielle Integrationen 
soweit als méglich an, wenn nur die Teilintegrale wieder von der Form N sind 
und Z von (A’ P(t,¢) + T’ Pt, q)) allein und M von (A’ P(q, t’) + T’ Pq, t’)) 
allein abstammt. Dabei bringen die Reduktionen von E auf (4 + T) und Q 
auf R einige Vereinfachungen mit sich. In solchen N schaétze man sofern das 
in dem Verfahren der Nr. 21 vorgesehen ist, sowohl Z als auch M fiir sich 
genommen (und nicht gegenseitig) durch R und J ab. Fallen alle J aus dem 
Integranden heraus, so ist N wie in Nr. 21 zu majorisieren. Die iibrigen Teil- 
integrale haben wieder die Form N. Nach diesem ersten Abschitzungsschritt 
tritt J in L bzw. in M nur als Funktion von ¢ bzw. q auf. J (¢t) als Faktor des 
Ziahlers von L ist wie in Nr. 21 entweder aus dem Integral herauszunehmen 
oder gegen eine positive Potenz des Nenners R(t, q) + J(t) auszugleichen. 
Bezeichne ich die so aus L hervorgehende Funktion wieder mit Z, dann kommt 
J in L nur im Nenner vor und dieser ist eine positive Potenz von R(t, q) + J (t). 
Dabei ist J (t) der kleinere der Werte J,(t) und Joo(t). Ich zerlege 6 so in ky 
und koo, daB Jp S Joo fiir t in ky und Jog < Jo fiir t in hoo gilt und setze 
b = ko + koo. Fiir N nehme ich zuerst an, daB t in ky liegt, also J (t) = Jo(t) 
ist. Soweit sich dg in N nur iiber ky erstreckt, ist J = Jo(q) in M zu setzen 
und die weitere Abschitzung wie in Nr. 21 durchzufiihren. Sofern sich dq 
liber koo erstreckt, ist J = Joo(q) in M zu setzen. Dann fiihre ich R(t, q) + 
+ Jo(q) = Rit, gq) +Jo(t) im Nenner von LZ ein (das ist der Kernpunkt 
dieses Beweises) und ersetze R(t, g) + J(q) durch das kleinere R(t, g) + Joo(q); 
weiter schitze ich wieder wie in Nr. 21 ab. Demnach geht im Ergebnis vorerst 
J =Joo(t) und, zwar im Nenner ein, was ich durch das fiir ¢ in kp kleinere Jo(t) 
ersetze. Liegt andrerseits von vornherein ¢ in koo, so erscheint nach gleichem 
Verfahren J =: Joo(t) im endgiiltigen Ergebnis. Damit ist die Behauptung 
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hinsichtlich ( A’ P(a: g, ..., g) + r P(a:q, ...,9))° fiir v = 2,3,4 bewiesen. 
Entsprechend ist betreffs (4 P(a:g,...,9) + T P(x: 4,....g))™ zu verfahren, 

b. Die in Nr. 21 fiir P = Py nachgewiesenen Eigenschaften gelten ferner 
auch fiir die durch (17. 3) eingefiihrte Parametrix P = P(x: 9,,...,9,) fiir 
den allgemeineren eckigen Bereich b = b(a:g,,...,g,), wenn man daselbst 
E=A+T und in den Abschitzungsergebnissen 2,C,C',- J, anstatt J, 
weiter 2,C,C,:J, anstatt 1:J, ferner |2,C,C),-logJ,| anstatt | log J| 





und schlieBlich 2,C,C’, - log(1 + R:J,) anstatt log(1 + R:J) setzt; dabei | 


ist C, wie in Nr. 10a III anzugeben und ist fiir J, der kleinere der Werte 
Jo, und Jog, zu nehmen. 


Beweis. Bildet man (4’ P (2: g;, ..., 9,) 4 T’ P(x: i, +++» g,))” aus 
(17. 3), so kommt in (...) beispielsweise der Summand 
Duden te -(B,(q): I P(e: dus --+s Gust. q)* By(q): M P(x: Qo, --- Gui Gt’) dq 
vor. Ein jeder der hierin auftretenden Integranden ist nur dann nicht identisch 
Null, wenn qg sowohl in 6, als auch in 5, liegt, daher in folgenden drei Fallen: 

I. gin b,, wenn u =v ] 1 ist, 
Il. q in b,,, wenn uw = 1 und wv > 1 ist, 
ITI. g in 5,,, wenn v = 1 und uw > 1 ist. 

Der sonst noch eintretende Fal] ist « > 1 und » > 1, wenn wu + v ist; 
dann verschwindet der Integrand identisch. Im Fall I hat { ...dq die in 
Nr. 22a angegebenen Eigenschaften von A’ P™ (a: g,,...,9,). Im Fall II 
ist, wenn g innerhalb K(s,,,, 3a) liegt, B,(qg) = B,(q) = Jj,, und, wenn q 
auBerhalb K(s,,,, 4a) liegt, B,(q) <= Jj,; beides fihrt auf giinstigere Ab- 
schitzungen als gefordert wurden; liegt g im Ringstiick K(s,,, 4a) 
~ K(8,, 3a), so sind die Abschitzungen im wesentlichen die gleichen wie 


im Fall I. Also hat j ...d@q im Fall II und nach gleichem Verfahren im 


Fall III die in Nr. 22a angegebenen Eigenschaften von ( A’ P(2: gy, . . -» Gu) + 
+ T’ P(x: gu... +s Ge))™ fir w =v und w =u. Die tibrigen Summanden 
von (A’ P(x: 9, .--+ 9) + T’ P(x: gi, --+>9,))™ sind von ahnlicher Form 


wie die oben behandelten. Damit ist der Satz betreffs (...)® bewiesen und 
ahnlich 148t er sich fiir die itibrigen Iterationen beweisen. 


23. Verallgemeinerte Greensche Formeln fiir die Singularititenfunktion. 


Zum Schlu8 der Herleitung der Eigenschaften der Parametrix P zeige ich, 
inwiefern diese eine Verallgemeinerung der Eigenschaften der Greenschen 
Funktion @ sind, die in Nr. lla I bis [V zusammengestellt und in Nr. 12a als 
Eigenschaften der Parametrix fiir das Hilbertsche Beispiel gekiirzt wiederholt 


(in 
au 
ku 


en 


er’ 
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wurden. Nr. lla I ist auch fiir P anstatt G erfillt. An Stelle von Nr. lla III 
tritt allgemeiner (12.1) als Ersatz dafiir, daB P im Gegensatz zu G@ keiner 
Differentialgleichung geniigt ; dazu kommt noch, da8 P die gleichen, dort und 
in (12. 3) angegebenen Randbedingungen wie G erfiillt. Letzteres gilt, wie ich 
im Abschnitt IV ausfiihren werde, nicht mehr fiir das allgemeinste G, da8 ich 
aus P bilde. Ich werde in dieser Nr. 23 nachweisen, daB die G-Eigenschaften 
Nr. lla II und IV auch fiir die im Abschnitt II gebildeten P anstatt G be- 
stehen. Allgemeiner beweise ich im Hinblick auf die Eigenschaften von dem 
aus P zu bildenden allgemeinsten @ die Greenschen Formeln Nr. lla II fiir 
eine gewisse, P umfassende Funktion, die ich Singularitatenfunktion nenne 
(im Anschlu8 an das am Ende von Nr. llc I Geschriebene). Ich habe dabei 
auch U und F durch allgemeinere Funktionen zu ersetzen und Einschrin- 
kungen in bezug auf die Giltigkeit am Rand vorzunehmen. Aus diesen so 
verallgemeinerten Greenschen Formeln werde ich dann folgern, daB { P-F'dt 
entsprechend Nr. lla IV die allgemeinen U-EKigenschaften hat. 

a. H = H(t,t’) sei irgendeine Funktion, die folgende Voraussetzungen 
erfiillt 14). 

I. H sei zweimal stetig differenzierbar nach (z, y) fiir ¢ und ¢’ in b, solange 
R > 0 ist. Ferner seien H = 1 + {log R|, H, und AH, <1: R. 

II. Es seien EH und E’H = 1: R. 

III. Es sei 42- H + log (Q? + Q?”) zweimal stetig differenzierbar nach 
(x, y) fiir ¢ in (6 — d) und ¢’ in b einschlieBlich R = 0. (Q wurde in Nr. 16a 
eingefiihrt.) Gleiches gelte fiir t in 6 und ¢’ in (b —d). 

IV. H” = H" (t,t) = H(t’, t) erfille I bis III fiir H” anstatt H. 

Insbesondere bezeichne ich H mit Hy = Holt, t’), wenn 

V. H,. = 0 fiir t auf d, t’ in b, und Hy = O fiir ¢’ auf d, ¢t in b, besteht; 
beidemal soll R > 0 sein. 

Ich nenne S = S(t,t’) eine Singularititenfunktion in bezug auf einen in b 
vorgegebenen Differentialausdruck EZ, wenn in S = H + (S — H) der ,,Haupt- 
bestandteil‘’ H obige Voraussetzungen I bis IV erfiillt. Weiter sollen der 
,,Nebenbestandteil“ (S — H) sowie alle ersten und zweiten Ableitungen von 
(S — H) nach (z, y) in dem nachfolgend angegebenen Umfang sich ebenso 
abschitzen lassen wie E’ P® und seine Ableitungen gema8 Nr. 21b und 22. 
Entsprechendes gelte bei Vertauschung von ¢ mit (’. 

VI. (S — A) sei stetig fiir ¢ und ¢’ in b einschlieBlich R =v. (S — H) 
habe stetige erste bzw. zweite Ableitungen nach (z, y) fiir t in b bzw. t in (6 — d) 
und ¢’ in 6, solange R > 0 ist. Die ersten Ableitungen von (S — H) nach 
(z, y) selen < 1+ |logR|. 





4) Diese Funktion H hat nichts mit der durch (16. 1) eingefiihrten Funktion zu tun. 
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VII. Die zweiten Ableitungen von (S — H) nach (z, y) seien 


~ 1 log (1+ R:n) = : 
< Rit + ——— = fiir b = bo 
und 
wow | 1 , = 
< pet R: 2,C,C, - log (1 es R:n,) fir 6 = b(z: 91, ++ +9Qp)s 


wenn ¢, », und C, die Voraussetzungen I, II und III der Nr. 10a erfiillen. 
Dabei sind die log (1 + R:m) und log(1 + R:m,) auBerhalb der Rand- 


streifen, in denen m und n, erklart sind, zu streichen. 


VIII. (S’” — H”) erfiille VI und VII fiir (S” — H’’) anstatt (S — A). 

Von einer spezielleren Singularitétenfunktion Sy = S(t, t’) fordere ich, 
da8 in Sy = Ho + (So°— Hy) der Hauptbestandteil Hy obige Voraussetzungen | 
bis V und der Nebenbestandteil (Sy — Hy) auBer den Voraussetzungen VI 
bis VIII noch 

IX. Sy — H, = 0 fiir t auf d und ¢’ in Bb, ferner Sy — Hy = 0 fiir ¢ 
auf d und ¢ in 6, beidemal einschlieBlich R = 0, erfiillt. Sy geniigt damit V 
fiir S, anstatt H,. 

P(a:91,---1Gp), P(a:9,.--,9), P = Sq und P(x: 2, 2, 2, 2) besitzen 
fir E = A+ T, ferner P, bei allgemeinem E und P, fiir EF = A die fiir H, 
angegebenen Eigenschaften. Folglich ist mit der Existenz von P auch die von 
H,, H, So und S in den angegebenen Fallen bewiesen 1). 


b. Ich behaupte fiir obige Singularitétenfunktion S, die (11.1) verall- 
gememernde partielle Integration (vgl. Nr. 12a II 1) 


(23. 1) [So- E’g'dt’ ={ EB'S-g'dt’ —g fir ¢ in b; 
dabei sei g = g(t) irgendeine Funktion, die (10. 3, 6) fiir g anstatt U. erfiillt, 
namlich : 

g sei stetig in 6 und zweimal stetig differenzierbar in (b — d); g, und g, 


seien beschrankt in b; Eg sei integrierbar in b (etwa — : n* usw.); 
ferner: 


g = 0 auf d. 


Zum Beweis mégen ¢t und die Kreisfliche k um ¢ mit emem Halbmesser 
a > 0 und dem Umfang u vorerst in (6 — d) liegen. Ferner sei c ein Linien- 
system in (b — d), das parallel zu d zwischen d und « in hinreichender Nahe 
von d verlauft. Bei eckigen Bereichen wurden alle Eckenwinkel e < 2 an- 
genommen. Dann sind die iiberschiissigen Stiicke der c¢ bildenden Parallel- 
linien zu d, die iiber die Ecken hinausgehen, zu streichen. Das Randstreifen- 


5) Demnach ist H selbst eine Singularitatenfunktion und insbesondere P wie H, 
eine Singularitatenfunktion von der Art wie S,. 
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system von 6 zwischen d und c bezeichne ich in nachfolgender Forme! mit r. 
Ich gehe von einer Greenschen Formel fiir Funktionen aus, die in einem ab- 


geschlossenen Bereich durchweg zweimal stetig differenzierbar sind (Lit. Stern- 
berg, 8. 1134). Danach besteht 


b—k~ 


{ S-Egdt = | BS,-¢dt' + 
r b—k-—r 


+. 


((¢ - Soa — So- gz): (A’ - cos (n’, 2’) + B’ - cos (n’, y’)) + 


+ (g' - Sow — So- gy) > (B’ - cos (n’, x’) + C’ - cos (n’, y’)) + 
+ So-9' - (Ay, + By — Ag) - cos (n’, x’) + 

+ So- g' - (BL, + Cy, — Bo) - cos (n’, y’)) ds’ + f(. . .) ds’; 
die beiden Randintegrale sollen sich iiber die in positiver Richtung fort- 
schreitenden s-Werte erstrecken; n auf u ist die von t wegweisende Normale; 
n auf c soll fiir c > d in n auf d iibergehen. Hieraus folgt fiir c — d, wenn man 
die Eigenschaften von Sy, ferner Nr. 3a, 16b III und 20a III beriicksichtigt: 


[So-E’gdt’ ={ B'Sy-g'dt’ + [(...) ds’, 
b—k b—k uw 
somit 


42-({ So: E’gdt' — | B’S,-g/dt’) = lim. 42 - f(.. ds 
b b «-> u 


= —g- { (Qog Q*),,- (B- Xi, — A+ Yy) + 
+ (log Q),,-(C- Xi, — B- Y,,)) ds’ = —4a-g. 


Denn der Wert des angefiihrten lim 42 - (. ..) ds’ bleibt erhalten, wenn ich 


¢ 
u 


im Integranden 
1) alle Glieder mit dem Faktor Sp streiche, 
2) die Ableitungen von 
42-Sp = (42-8, + log (Q? + Q?’’)) — 
— (— log Q? + log (Q? + Q*”’)) — log @ 


durch die von (— log Q*) ersetze, 
3) g, A, B, C anstatt g’, A’, B’, C’ schreibe, 
4) cos (mn, z) = — Y, und cos (n, y) = + X, einfihre. 
Damit ist die Giiltigkeit der Gleichung (23. 1) unter Beschrinkung von ¢ 


auf (b — d) bewiesen. Da g und die beiden Integrale in (23. 1) wegen (3. 5) 
stetig sind und (23. 1) in 0 = 0 fiir t auf d tibergeht, besteht (23. 1) vollstandig. 
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¢. Ferner behaupte ich fiir die allgemeine Singularitaétenfunktion S die 
(11. 2) verallgemeinernde Vertauschung von Differentiation und Integration 
(vgl. Nr. 12a U 2): 


(23. 2) E\S-fdt =| ES-fdt —f{ fir tin (6-4); 


dabei sei f = {(t) irgendeine in (6 — d) stetig differenzierbare und im ganzen } 
integrierbare Funktion. Ich lasse somit beispielsweise f < 1 + |log m|, /, und 
f, < 1: im Randstreifen 0 < n 


Sm,0 ss Ss, lingsd, zu. Man kann} 
durch irgendeinen Teilbereich von 6, der die gleichen allgemeinen Eigen- 
schaften wie 6 hat, ersetzen. 


Zum Beweis sei tg ein Punkt in (b — d) und a eine positive ganze Zahl so, 
daB die Kreisflache k um t) mit dem Halbmesser a und dem Umfang wu in (b — d) 
liegt und ¢ im Innern enthalt. [ch werde (23.2) aus der Identitit 


4n{S-fdt =42- ss -fdt + { (42-8 + log(Q + @”))- fdr — 
b 


— j (— log Q? + log(Q? + Q?”))- fd’ — { log Q? - f' dt’ 
k ik 


folgern. Unter Beriicksichtigung der Eigenschaften von S, weiter von einigen 
Ergebnissen der Nrn. 3a, 16b und 20, ferner von dem in Nr. 20b VI erwahnten 
GauBschen Satz, erhalte ich: 


1) limZE j S-fdt’ =| ES- fat fiir a — 0, weil { E ES .- f'dt' = a ist. 
b—k 


b k 


2) lim Ef (42-8 + log(Q? + Q2”))- f'dt’ =lim | E(...)- fdr =0 
k i 
fiir a > 0. 


3) lim E | (— log Q* + log(Q? + Q”)) - f'dt’ =0, 
weil | #¢. ): jdt’ =a ist. 

4) Aus ({ log @*: fdr). =f (log. Q* + loge Q*): f'dt’ + flogQ* fat’ + 
+ flog Q?-/'- ¥;.ds’ folgt (Jog QF = | (log. Q* + lope, Qe: dt’ + 
+ log, Q: f,-dt’ + J log, @- /'- Yds’, somit lim (( J log Q- f'dt’)ex — 
~ fog OP Y;,ds’) =lim( (( J log fdt)ee+f- [ge Y,ds’) =0 


fiir a— 0. 





und 


und 


so ¢ 
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Entsprechende Formeln gelten fiir (| log Q?- /'dt’),,. ferner fiir (...),. 
i 
und (...)yy- Beriicksichtigt man noch 


uv 


lim ({Q?- dt’), =0. lim(...), =0 
k 


und 
lim(...) =O fiir a—-0O. 


so erhalt man 


lim £ { log Q@?- f’'dt! = lim]: { ((log Q),.-(B- Xj.— A> Yi.) 4 


u 


+ (log Q?),.-(C- X,, — B- YL.) ds’ = 427- f. 


Aus 1) bis 4) folgt (23.2). Am Beweis andert sich nichts. wenn man 
dabei 6 durch einen Teilbereich von 5b ersetzt, der die gleichen allgemeinen 
Eigenschaften wie 6 hat. 

d. Zusdtze zu den Greenschen Formeln. 

I. Das rechts in (23.2) vorkommende Integral ist bei Einschriankung 
von S auf H nach (3.5) stetig in 6. Demnach gilt (23.2) bei stetigem / mit 
S = H fiir lim (x. y) > (X. }), aber im allgemeinen nicht fiir (7. y) = (X. Y). 
Ich fiihre Hy, wie in (10. 4) ein, d.h. ich setze Ey M EM in (b—d) und 
E,M =limEM fir (z, y) ~(X. Y) fiir jede in (6 —d) zweimal stetig 
differenzierbare Funktion M = M(t), fiir die der angegebene lim existiert. 
Somit besteht. wenn / insbesondere stetig in 6 ist. 

(23. 3) Ey {H fdt’ : | EH -f'dt'—f in b. 
(Das gilt nicht fiir S anstatt H.) 

II. Es gelten entsprechende Greensche Formeln fur S, und S”, ferner 
in den adjungierten Fillen. Denn £ und E unterscheiden sich nur formal 
in den Koeffizienten A, B, C und A, B, @ bei sonst gleichen allgemeinen 
Eigenschaften. 

III. Die Integrale iiber ES. ES und dergleichen sind uneigentliche. bei 
denen im Integranden R = 0 auszuschlieBen ist. Im iibrigen wird stets iiber 
b integriert, wenn nichts anderes vermerkt ist. 

IV. Die Greenschen Formeln und die vorstehenden Zusatze gelten erst 
recht fiir P anstatt Sp oder S, da alle eingefiihrten P von «ler Art wie Ho sind, 
Somit gilt Nr. lla Il fiir P anstatt G@. 

e. Aus obigen verallgemeinerten Greenschen Formeln nebst Zusitzen 
und aus den Eigenschaften von P folgere ich die Eigenschaften von { P.F'dt 
und dhnlichen Integralen, wobei F’ die Eigenschaften (10.2). die ich in Nr. 20b VI 
wiederholt habe, besitzen soll. Insbesondere beweise ich, dab { P-F'dt' die 
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Eigenschaften (10. 10,9, 4,5) und daher erst recht (10. 6, 3, 4,5) an Stelle 
von U besitzt. Somit wird nebenbei gezeigt, daB Nr. 1llalIV auch fiir P| | 
anstatt G gilt. Man setze nachfolgend bei eckigen Ausgangsbereichen Ube 
E=A+TundQ=R. 

I. Ist L = L(t) irgendeine beschrankte und integrierbare Funktion, so 
geniigen | P-L'dt' und damit j P-F'dit’ der Randeigenschaft (10. 10) 


wie U. Das geht aus | log (1 + J,: R)dt’ = J, hervor. 


Il. | P- F’dt’ befriedigt (10.9) wie U. — Denn das gilt von beiden 
Integralen auf der rechten Seite von 


geh 

4a-| P- Fede’ =| (42- P + log(Q? + Q”))- Fede’ jede’ 

— j log (Q? + Q?2”) - F’dt’ re 

der 

(insbesondere vom letzten Integral wegen Nr. 20b V1). Gru 

IIT. { P.F'dt’ erfillt (10.4) wie U. — Das ergibt sich aus klas: 
E{P-Fdt =|EP-Fdr —F in (6 —d). 

P wae kom 

LV. | P-F'dt' geniigt (10.5) wie U; dann ist auch EZ, | P- F’dt’ von | besc 

der Art wie F in b. — Denn beide Integrale auf der rechten Seite von Bere 

tx-Ey| P-F'dt' ={ E(4x- P + log? + @”))- Far — _ 

| Blog (Q? + @”)- Fd —4x-F Kla 

sind von der “rt wie F (insbesondere das letzte Integral wegen Nr. 20b VII). sch1 


V. { EP: F'dt' und (EP F’dt’ haben die gleichen allgemeinen Eigen- klet 


schaften wie F in 6. Das folgt wegen reg! 
: , mat 

|}EP-F'dt =E,|\P-F'dt i+F ind 
aus III und IV. | Kla 
VI. Ist M = M(t) eme Funktion, welche die Eigenschaften (10.10,9,4,5) | une 
wie U hat und sonst beliebig ist, so hat auch | EZ’ P - M’dt’' diese Rigenschaften. | die: 
Das ergibt sich aus Ver 
—_ 1 et ers 

|E’P-M'dt |P-B’'M'dt'+M in b 
wegen I[ bis IV fiir Z) M anstatt F. fla 
VIL. | &’ P- F’dt’ ist von der Art wie F. Das folgt aus Nr. 20b VIII. | we 
(Hier 1aBt sich eine Greensche Formel nicht anwenden.) die 
th 

(Eingegangen am 14. 1. 1941.) 
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iiber den Cartan-Carathéodoryschen Eindeutigkeitssatz. 
Von 


E. Peschl in Bonn. 


1. Zu den wichtigsten Satzen in der Theorie der analytischen Abbildungen 
gehort der Eindeutigkeitssatz von H. Cartan und Carathéodory. Er wird bei 
jeder Abbildungstheorie mehr oder minder gebraucht. In seiner ersten Form 
war er fiir beschriinkte Bereiche bewiesen worden!). Bei jeder Ausdehnung 
der Abbildungstheorie auf allgemeinere Bereichklassen ist es daher eine der 
Grundfragen, zu priifen, wieweit dieser Satz fiir solche allgemeinere Bereich- 
klassen im Raume mehrerer komplexer Verinderlichen Geltung hat 

Fiir die Mehrzahl der Hauptfragen der Funktionentheorie mehrerer 
komplexer Verinderlichen scheint es zweckmaBig zu sein, die wesentlich nicht 
beschrinkten Bereiche, d. h. diejenigen Bereiche, welche nicht auf beschrinkte 
Bereiche abbildbar sind, in Klassen &‘”’, 1 = 0, 1, 2, ..., einzuteilen, die 
man wie folgt definiert: 

Ein Bereich 8 des R,, der n komplexen Verinderliche, werde der 
Klasse &)") zugeteilt, wenn fiir jedes System von in 8 reguly ren und be- 
schrinkten Funktionen der Rang der Funktionalmatrix in edem Punkt 
kleiner oder héchstens gleich / ist und es wenigstens ein Syste]m von / in 8 
regularen und beschrankten Funktionen gibt, fiir die der Rang der Funktional- 
matrix wenigstens in gewissen Punkten gleich / ist 2). 

Insbesondere weist die Carathéodorysche Metrik in verschiedenen 
Klassen &{" ganz verschiedene, jedoch fiir jede Klasse charakteristische 
ind leicht zu beschreibende Grade der Entartung auf. Wenn auch vielleicht 
diese Klasseneinteilung fiir gewisse andere Fragen funktionentheoretischen 
Verhaltens nicht immer fein genug sein mag, so diirfte sie sich doch fiir eine 
erste Orientierung empfehlen. 

Es ist das Ziel dieser Arbeit, den Eindeutigkeitssatz fiir beliebige Bereiche 
der Klasse 8” zu beweisen. Diese Klasse 8‘ umfaBt unter anderen trivialer- 
weise die beschrankten Bereiche, ist aber doch wesentlich umfassender. Zu 
dieser Klasse 8‘ gehéren auch die Bereiche mit nirgends entarteter Cara- 
théodoryscher Metrik, d.h. die Bereiche, in denen die Carathéodorysche 

!) Siehe H. Cartan (5) und C. Carathéodory (4), sowie den allgemeinen Bericht 
von H. Behnke und P. Thullen (1), S. 84. (Die eingeklammerten Zahlen beziehen sich 
auf das Literaturverzeichnis am SchluB der Arbeit.) 

2) Vgl. hierzu auch H. Behnke und E. Pesch] (2) und H. Zumbusch (7). 


g* 
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Distanz fiir kein Paar verschiedener Punkte verschwindet. Da es bis heut 
eine offene Frage ist, ob alle diese Bereiche auf beschrinkte Bereiche abbildby 
sind, so ist es zweckmaBig, wenigstens gewisse Hauptsitze auf sie iibertragy 
zu kénnen. Andererseits lassen sich trivialerweise zahlreiche Typen vo 
Bereichen der Klasse 8‘” angeben, von denen man unmittelbar einsieht. daj 
sie nicht auf beschrankte Bereiche abbildbar sind. 


Mit den ersten Verallgemeinerungen des Eindeutigkeitssatzes befaBbte, 
sich zwei Arbeiten von Behnke und dem Verfasser*), sowie eine Arbeit vo 
Zur busch *) ('etztere fiir unbeschrinkte Kreiskérper). In der Arbeit (3) wurde| 
folgeader Satz bewiesen: 


Satz 1. B sei ein Bereich, der im inneren PunkteO (0, 0) nicht verzweig 
ist. Ferner gebe es zwei in 8 requlire und beschrinkte Funktionen F (w, z) und 
G (w, z), deren Diagonalentwicklung um O (Entwicklung nach homogenen Poly 


nomen) a!s Anfangsglieder Fy(w, z) und Go(w, z) Polynome mit nicht identisch| 


verschwindender Funktionrildeterminante aufweist. Jede innere Abbildung 


w’ = f (w, z) 


I 


w1+--- 


S . 


z2+::. 


z’ = g (w, z) 
ist dann die Identitét. 


Die Voraussetzungen dieses Satzes sind insbesondere erfiillt, wenn der 
Punkt O keine Verzweigungsstelle des Bereiches ist und in 8 zwei regulir 
und beschrinkte Funktionen existieren, deren Funktionaldeterminante im 
Punkte O nicht verschwindet. 


Die Frage spitzt sich also dahin zu, ob auch in gewissen Ausnahme- 
punkten, in denen die Funktionaldeterminante verschwindet und welche auf 
gewissen Ausnahmeflichen liegen, der Satz gilt. In den interessanteren 
Fallen der Anwendung kommen aber fast immer die Entwicklungspunkte auf 
solche Ausnahmeflachen zu liegen. 


Wir werden im folgenden die Einschrinkungen beziiglich der Anfangs- 
glieder der Diagonalentwicklung, die sich im obigen Satz noch befinden, 
ganzlich beseitigen kénnen. 

Zunichst werden wir in 3. den Satz 1 fiir beliebig viele Verdnderliche 
beweisen (= Satz 2). Dabei wird auch fiir » = 2 der Grundgedanke der 
Beweisanordnung noch klarer hervortreten. Nach dieser Vorbereitung be- 
weisen wir in 4. den Hauptsatz dieser Arbeit: 


Satz 3. Im Raum R,, der » komplexen Verinderlichen sei der Bereich 8 
gegeben. Er sei im inneren PunkteO (0,...0) nicht verzweigt und es gebe 

4) H. Behnke u. E. Peschl (2), (3 

*) H. Zumbusch (7). 
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t ny 


n Bn regulire und beschrinkte Funktionen mit nicht identisch verschwin- 
dender Funktionaldeterminante. Dann ist jede innere Abbildung 

a = fi(21,...2,) 2+ °°, g=1,...#, 
die Identatat. 

Der Eindeutigkeitssatz la8t sich iibrigens fiir einen beliebigen Bereich 
sofort miihelos beweisen, sobald man fiir diesen Bereich weib, daB dort jede 
unendliche Folge von inneren Abbildungen mit innerem Fixpunkt oder 
wenigstens jede Iteriertenfolge einer inneren Abbildung mit innerem Fixpunkt 
normal ist. Denn erstens hat man dann fiir alle Funktionen dieser Folge in 
jedem abgeschlossenen Teilbereich die gleichmaBige Beschranktheit und ebenso 
eine gemeinsame Schranke fiir die partiellen Ableitungen einer beliebigen, 
aber festen Ordnung5), und sobald man das hat, fiihrt dann die Beweis- 
anordnung von Cartan und Carathéodory unmittelbar zum Ziel. 

Nun ist aber fiir beliebige Bereiche unserer Bereichklasse R‘” der eben 
erwinnte Satz iiber Folgen innerer Abbildungen noch nicht iibertragen und 
die Frage seiner Giiltigkeit fiir die gesamte Bereichklasse noch offen und mit 
Schwierigkeiten behaftet. Aber selbst wenn dieser Weg eines Tages gangbar 
ist, so scheint er kaum einfacher als der hier dargelegte zu sein. 

2. Zur Frage, ob sich der Eindeutigkeitssatz noch auf andere Bereich- 
klassen ausdehnen la8t, kann man zum mindesten sagen, daB sich in jeder 
der iibrigen Klassen 8)”, | <n, leicht Bereiche angeben lassen, fiir die er 
sicher nicht mehr gilt. Es kann allerdings vorkommen, daB der Eindeutigkeits- 
satz in gewissen Bereichen solcher Bereichklassen deswegen noch gilt, weil 
die Menge der inneren Abbildungen selbst auf nur ganz wenige Abbildungen 
zusammengeschrumpft ist. Auf diese Méglichkeit weist auch Carathéodory 
in (4) hin. Wir kénnen in der Tat leicht faBliche Beispiele fiir einfach zu- 
sammenhingende Bereiche geben, welche eine weitgehende Starrheit nicht bloB 
in bezug auf Automorphismen, sondern auch im Hinblick auf beliebige innere. 
Abbildungen zeigen. DaB solche Beispiele unter den mehrfach zusammen- 
hingenden Bereichen zu finden sind, ist selbstverstandlich, daB es aber auch 
sogar einfach zusammenhangende Bereiche dieser Art gibt, zeigt wieder einmal, 
da8 in mancherlei Hinsicht die in der klassischen Funktionentheorie einer 
Verinderlichen fiir mehrfach zusammenhangende Bereiche wohl bekannte 
Starrheit im Raume mehrerer Veranderlichen bereits vielen einfach zusammen- 
hingenden Bereichen zukommt. So gilt®) z. B. in dem einfach zusammen- 
hangenden Bereich 

Bo: |wz(w+2z-—1)| <1 

5) Vgl. etwa P. Montel (6), 8. 35 und C. Carathéodory (4). 

6) Siehe meine demnachst in den Monatsh. f. Math. u. Phys. erscheinende Ab- 
handlung: ,,Uber einfach zusammenhangende Bereiche im Raume zweier komplexer 


Veranderlichen, die sich nicht auf einen echten Teilbereich von sich analytisch abbilden 
lassen.“ 
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der Klasse RY der Eindeutigkeitssatz fiir irgendeinen inneren Punkt a) 
Fixpunkt trivialer Weise deswegen, weil man zeigen kann, daB jede inner 
Abbildung entweder die Funktionaldeterminante = 0 hat oder ein Auto. 
morphismus ist und auch von diesen Automorphismen nur endlich viele linear 
Abbildungen vorhanden sind. 


3. Wir beweisen nun den 


Satz 2. Set B ein Bereich im Raume der n komplexen Veréinderlichen, 
der im inneren Punkte O (0, 0. 0) nicht verzweigt ist. Ferner gebe es in 8 
regulire und beschrinkie Funktionen G,(z,, ...%,),....@n(z, ..-2n), deren 
Diagonalentwicklung um O (Entwicklung nach homogenen Polynomen) als 
Anfangsglieder homogene Polynome mit nicht identisch verschwindender Funk. 
tionaldeterminante aufweist. Jede innere Abbildung 


7: & 4 ere Z+teee, y ie ose 
ist dann die Identitdt. 
Zum Beweise entwickeln wir die in 8 reguliren Funktionen /,(z,, ...z, 


nach homogenen Polynomen wachsenden Grades mit dem Entwicklungs- 
puukt O: 


f(z. g.) = 2, + Ri(z,, ... Za) + ° °°; y 


l 


Diese Entwicklung konvergiert im gréBten in 8 enthaltenen vollkommener 
Kreiskérper R mit dem MittelpunktO. Dabei ist R, = 0 zu setzen, falls die 
Reihe fiir /, hinter dem Gliede z, abbricht, d.h. /, = z, fiir dieses » ist, andern- 
falls sei R, das Polynom niedrigsten Grades in dieser Entwicklung, das nach 
dem linearen Gliede kommt, und das nicht identisch verschwindet. Zum Be- 
weise nehmen wir an, da die obige innere Abbildung nicht die Identitat ist 
dann foigt, daB fiir wenigstens ein vy das Polynom R, nicht identisch ver- 
schwindet. Fiir die k-fach iterierte Abbildung folgt: 

: & J (2, «002 Ba) 2,+kRi(z,,...2%) + °° v=l,...® 


Ps ¢ ( (k 
Fiir das folgende fiihren wir auBerdem noch die Bezeichnung H\ = f —z, 
ein. Bilden wir nun die Funktionen 


PY (2, ... 2n) = GNP, ... AP), 9 Sooo 


so sind diese iiberall in 8 regulir und beschrinkt, und es gilt: 


héhere Potenzen in H\", ee HH. 
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Hierin haben wir nun einzusetzen die Diagonalentwicklung fiir 
G, (21, ...%,) = A, 1 (@1,... Zn) + A, 9 (21,--- 20) + °°” 


sowie die Entwicklung fiir H = kR,(z,, ... z,) + 


Wir erhalten dann: 
n 
0A 
1(k ns ~~ ™ e aa + ¥,1. ies 
F’ - A, 1 (21, --- 2m) + A, 9 (21, --- Zn) + +k 2 dz. R, 2 


Nach Voraussetzung verschwinden nicht alle R,, u = 1,,..%, identisch. 
Wir nehmen von allen nicht identisch verschwindenden R,, u = 1, ... , den 
niedrigst vorkommenden Grad @ und dazu simtliche R, von diesem Grade o. 
Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen, daB dies die 
R,, ... R, seien. 

AuBerdem setzen wir noch A, = A, ; (z,, ...2,), wenn A, ; vom Grade o 
existiert, baw. 4, = 0, wenn unter den 4, ,, A, ., ... der Grad g nicht vor- 
kommt, in diesem Falle sei A, ;_, dasjenige unter den Polynomen 4, ,, 
A,» , das den héchsten Grad < 9 hat. Mit diesen Festsetzungen kénnen 
wir 


lie obige Diagonalentwicklung fiir die FP’, nach steigenden Graden 
geordnet, folgendermaBen anschreiben: 


PY =A ++ +A 


(k), (@) 
’ v1 r,j-1 + B; gta 


darin ist das Glied vom Grade o: 


l 

. 7 0A, , 

BY. @) = k > = R,, + A,. 
u=til «“ 


Es ist in 8 beschriankt, und zwar ist die Schranke des absoluten Betrages 
unabhingig von k, wie etwa seine Integraldarstellung zeigt: 
I 
7 0A 
2 %1 
k. Ae R, + A,| < ©. 


-_—=— 
ual u 


Aus dieser Ungleichung, die fiir alle k gilt, folgt fiir k > «: 


! 
y’ 0A, 1 es 
ne R,=0, fir »y=1,...n, 
u=zi “ 
und da die Funktionaldeterminante der A,, nach Voraussetzung nicht 
identisch verschwindet, gibt es in der Matrix 


OA 
¥, 


lI 
~ 


a 


¥ 


ll 
3 
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wenigstens eine /-reihige Determinante, welche nicht identisch verschwindet 
und damit die Auflésung des Gleichungssystems (3, 1) gestattet: 


R. x0 fir «=1,...1, 


u 
im Widerspruch zur Voraussetzung, womit der obige Satz bewiesen ist. 


4.1. Wir beweisen nun den 


Satz 3. Der Bereich 8 des Rawmes R,,, der n kompiexen V erdinderlichen 
sei im inneren Punkt O (0, 0, .. . Q) nicht verzwergt und es gebe mBn reguliire 
und beschrinkte Funktionen G(z,, .. . Zn), . . .@,(21, . . . Z_) mit nicht identisch 
verschwindender Funktionaldeterminante. Dann ist jede innere Abbildung 


yA = f(z, s oo Meal 2 = 


’ 


die Identitat. 


Zu diesem Satz bemerken wir noch, daB iiber die Regularititsbereiche 
der n Funktionen G,(z,,...z,) weiter nichts vorausgesetzt wird, als daf 
diese den Bereich 8 als Teilbereich enthalten. Insbesondere brauchen also 
diese Funktionen nicht etwa ganze Funktionen zu sein, auch brauchen weder 
ihre Regularitatsbereiche noch der gegebene Bereich 8 schlicht zu sein. 

Zum Beweise des Hauptsatzes sei noch vorweg bemerkt. da8 man etwa 
im Hinblick auf den vorangehenden Satz 2 daran denken kénnte, daB man 
die Beweisanordnung nur auf verschiedene allgemeinere Entwicklungen 
desselben Funktionssystems anzuwenden braucht, wie sie in Cartanschen 
(m, p)-Bereichen [bzw. fiir beliebiges » in den dazu analogen (p, - Pal 
Bereichen] gelten, um zum Ziele zu gelangen. Doch kénnen in gewissen Fillen 
zweifellos simtliche Entwicklungen dieser Art fiir einen bestimmten Ent- 
wicklungspunkt dieselben Schwierigkeiten hinsichtlich der Anfangsglieder 
fiir die Anwendung der analogen Fassung des Satzes 2 mit sich bringen. so 
daB man im allgemeinen Falle damit allein sicher nicht auskommt. 

Nach dieser Vorbemerkung gehen wir an den eigentlichen Beweis. Er 
besteht darin, (lab wir gewisse Prozesse angeben, die ein beliebiges vorgegebenes 
System von in 8 regularen und beschrankten Funktionen nach endlich vielen 
Schritten in ein neues System von ebenfalls in 8 reguliren und beschrainkten 
Funktionen iiberfiihren, deren Anfangsglieder in der Diagonalentwicklung 
um den GrundpunktO eine nicht identisch verschwindende Funktional- 
determinante haben und damit die Anwendung des vorausgehenden Satzes 2 
gestatten. Die Umbildungsprozesse bestehen nur aus ganzen rationalen 
Operationen und gewihrleisten damit trivialerweise, daB aus reguliren und 
beschrinkten Funktionen immer wieder regulare und beschrankte Funktionen 
entstehen. 

4,2. Um spiiter den Beweis fiihren zu kénnen, da8B man mit endlich 
vielen Schritten zum Ziele kommt, ordnen wir jedem System von ® in % regu- 
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laren und beschrankten Funktionen mit nicht identisch verschwindender 
Funktionaldeterminante eine ganze Zahl 6 zu, die wir die ..Stufe‘* des Systems 
nennen wollen und wie folgt definieren: 


Die Diagonalentwicklungen der gegebenen Funktionen mégen so be- 


ginnen : 

G, (21, ... 2n) = 9 (21, -- + 2n) 4 

Ge (21... -2n) = 92 (21, -- - 2n) 

G,, (21, ... 2) = g, (21, .- - 2) 
Die Gradzahlen der Anfangsglieder g},...g, seien der Reihe nach mit 
4, ..-%, bezeichnet. Nennen wir im folgenden .,Anfangsgrad* einer Diagonal- 


entwicklung (um den Grundpunkt O) jeweils den Grad des Anfangsgliedes, 
d.h. des ersten nicht identisch verschwindenden homogenen Polynoms 


niedrigsten Grades in dieser Entwicklung, so benétigen wir auBer den eben 


erwihnten Anfangsgraden x,,...«, noch den Anfangsgrad der Diagonal- 
entwicklung der Funktionaldeterminante 4 der m Funktionen G,,...G,. 
Es sei also: 
A 'y 
Fiir diesen Anfangsgrad N gilt die Ungleichung: 
n 
NV = (a, 1) + (ae l) +--+ (a, l) = S «4,;—n=Np. 


Als ..Stufe’’ 5 des gegebenen Funktionens ystems definieren wir nun: 


Somit ist die Stufe immer eine nicht negative ganze Zahl. 

Da die Funktionaldeterminante 49 der Anfangsglieder g)....g), falls 
sie nicht identisch verschwindet, ein homogenes Polynom ist und dann gleich- 
zeitig das Anfangsglied der Diagonalentwicklung von 4 darstellt, falls sie 


jedoch identisch verschwindet, der Anfangsgrad N gréBer als No ist, so gilt: 


Die Stufe eines Systems ist genru dann grofer als null, solange die Funk- 
tionaldeterminante Ay der Anfangsglieder identisch verschwindet. sie ist Jenau 
dann gleich null, wenn Ay = 0. 


Unser Ziel ist es, einen ProzeB anzugeben, der die Stufe 4, falls sie noch 
nicht gleich null ist, mindestens um eins erniedrigt, damit ist im Zusammen- 
hang mit dem eben Gesagten gezeigt, daB man nach endlich vielen Schritten 
ein Funktionensystem herleiten kann, das die Voraussetzungen «les voraus- 
gehenden Satzes 2 erfiillt. 

4,3. Sei die Stufe gleich 5. Wir wollen aus dem gegebenen System ein 
neues herleiten, fiir das die Anfangsgrade simtlich einander gleich sind. Das 
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kl. g. V. der Anfangsgrade «,,...a, sei mit v bezeichnet und sei - 


gesetzt. Wir bilden die Funktionen 


Diese seien unser neues System. 
Da fiir die Funktionaldeterminanten 4 und A* des alten und des neuen 
rilt: 


a 


Systems die Beziehung 


A* = y, 72... Yn Gr Gin. 4, 


-_ sn 7 oA n 
so ist der Anfangsgrad N* der Funktionaldeterminante 4A* 


nn n 
N*¥= 2 a; (V; N+N=N+anv = Qi. 
j=l po 


Fiir die Stufe 5* des neuen Systems erhalten wir daher 


n n 
n—nvu=Ninvo— La,t+n—-—nv=Nin— La, =35. 
j l j 1 


o* N* 


Damit haben wir also ein neues System von in % reguliaren und beschriankten 
Funktionen gebildet, dessen Anfangsgrade alle einander gleich sind und 
dessen Stufe gleich der Stufe des Ausgangssystems ist. 

{-4. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir daher von 
jetzt ab an, daB die Anfangsgrade untereinander samtlich gleich sind und 
setzen 

a, =o , = a. 


9 


Sei d > 0 und somit die Funktionaldeterminante der Anfangsglieder identisch 


gleich null. Es gibt dann ein irreduzibles (homogenes) Polynom R(t, ... %,) 


mit kleinstméglichem Grad, den wir mit M bezeichnen, so daB 


R (9; (21, . - - 2n)s -- + Gn (215 -- - 2n)) =O 
ist. Wir setzen: 
G,=g9°+q) fiir + l n 
und bilden: 
¥ ’ 0 1 0 l 0 1 
R (G;, . .G,) = R(g; TY; 92 T Jos +++ In T 9n) 
n 
\’ OR \ 1 
= 9 9; + 
Fy Ou, uy = 9] i= 1,...8 “—~ 
OR OR - - . . ° ° 
Die partiellen Ableitungen yt kénnen nicht sémtlich identisch in 
Ou, OU, 
den t#,;, %.,...%, verschwinden, denn sonst wiirde ja R(w,,...%,) eine 


Konstante sein. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit diirfen wir also 
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annehmen, daB etwa 22 ftps e) ap 0 ist. Dann kann aber auch die 
1 
daraus durch Einsetzen fiir uv; = g? entstehende Funktion 
s : al OR 
y (21, eee Zn) - (au, uj =9!, i oe 
nicht identisch in den 2, ...2z, verschwinden, da ja — = R, (uj, ... %,) 


den Grad M — 1 hat, was der Voraussetzung iiber R widerspricht. Also 
e OR . 
ist der Anfangsgrad von (——}) gleich a -(M —1). 
OU, /ug= G; 
Wir betrachten nun das neue System 


B@,,....G), Ge,...8 


n* 
Seine Funktionaldeterminante ist 


; 22) A= (2 


_ \Se, ‘(ry + °°), 


uj = Gj Ou, uj = G; 
deren Anfangsgrad ist nach dem eben Gesagten gleich N* = «a (M —1) + N. 
Andererseits ist der Anfangsgrad «* von R (G,, ...G,) wegen des identischen 
Verschwindens von R (g?,...g°) mindestens gleich «J + 1, hiernach er- 
halten wir fiir die Stufe 6* des neuen Systems 


6* = N* +" —af —ag—---—a, SN +a(M—-1) 
+n—aM —1—(n—lha =N+n—nx—1=6-1, 


womit unser Ziel erreicht ist. 
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Beweisbarkeit und Unbeweisbarkeit 
von Anfangsfillen der transfiniten Induktion 
in der reinen Zahlentheorie*). 


Von 


Gerhard Gentzen in Géttingen. 


Da8 die transfinite Induktion bis zu der Ordnungszahl ¢9 mit rein zahlen- 
theoretischen Beweismitteln nicht bewiesen werden kann, ]aBt sich indirekt 
aus folgenden zwei Tatsachen erschlieBen: 

1. Satz von Gédel: Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie 
laBt sich nicht mit den Beweismitteln derselben Theorie beweisen?). 

2. Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie ist bewiesen worden 
unter Anwendung der transfiniten Induiktion bis ¢9 und im iibrigen rein 
zahlentheoretischer Beweismittel?). 

Im folgenden gebe ich einen direkten Beweis fiir die Unbeweisbarkeit 
der transfiniten Induktion bis ¢ in der reinen Zahlentheorie an. Das Ver- 
fahren gestattet iiberdies den Nachweis, daB weitere Anfangsfalle der trans- 
finiten Induktion, bis zu Zahlen wnterhalb ¢9, in gewissen Teilbereichen des 
zahlentheoretischen Formalismus nicht beweisbar sind. 

Andererseits 148t sich bekanntlich die transfinite Induktion bis zu einer 
beliebigen Ordnungszahl unterhalb 2 rein zahlentheoretisch beweisen’). 
Ich gebe (in §2) formalisierte Darstellungen solcher Beweise im zahlen- 
theoretischen Formalismus an. 

Ich werde vielfach auf meine friihere Arbeit ,,Neue Fassung des Wider- 
spruchsfreiheitsbeweises fiir die reine Zahlentheorie“*) zuriickgreifen, die 
ich dabei kurz als ,, Neu‘ zitieren werde. 

*) Eingereicht zur E.iangung des Grades eines Dr. phil. habil. in der Mathe- 
matisch-Naturwissenschaftlichen Fakultaét der Georg-August-Universitat zu Géttingen. 

1) K. G6del, Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica und 
verwandter Systeme I. Monatsh. f. Math. u. Phys. 38 (1931), S. 173—198. 

*) Vgl. meine Arbeit: Die Widerspruchsfreiheit der reinen Zahlentheorie. Math. 
Annalen 112 (1936), S. 493—565; s. insbesondere Nr. 16. 2. 

*) Vgl. Hilbert-Bernays, Grundlagen der Mathematik, II. Bd., § 5, 3c. 


*) Heft 4 der Forschungen zur Logik und zur Grundlegung der exakten Wissen- 
schaften (1938). 
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§ 1. 
Der Begriff der 7'J-Herleitung. 


Es soll der Begriff des rein zahlentheoretischen Beweises fiir die Giiltigkeit 
der transfiniten Induktion bis zu einer festen Ordnungszahl unterhalb der 
Zahl «9 erklirt werden. Die formale Darstellung eines solchen werde kurz 
eine ,,7'J-Herleitung“ genannt. 


Zu diesem Zwecke ist der Begriff der zahlentheoretischen Herleitung, 
wie er etwa in meinen friiheren Arbeiten formuliert worden ist, in zweifacher 
Weise zu erginzen: 


Erstens miissen zu den natiirlichen Zahlen als weitere Gegenstinde 
transfinite Ordnungszahlen hinzugenommen werden, sowie gewisse dazu- 
gehérige Funktionen, Pradikate und mathematische Axiome. 


Zweitens ist eine formale Darstellung der SchluBweise der transfiniten 
Induktion anzugeben, und zu erkliren, was man unter einer Herleitung fiir 
diese SchluBregel zu verstehen hat. — 


Formale Durchfiihrung, ankniipfend an Neu, § 1. Was aus jener Arbeit 
iibernommen werden soll, wird jeweils ausdriicklich angegeben werden. 


Alle Ordnungszahlen unterhalb ¢) lassen sich auf die in New 4.1 an- 
gegebene Weise (eindeutig) mit Hilfe von 0,#, Summe und w-Potenzierung 
darstellen. Diese Ausdriicke nennen wir ,,Zahlterme‘‘. (Sie bezeichnen die 
Gegenstiinde unserer Theorie; die natiirlichen Zahlen sind als Spezialfall 
darunter enthalten.) 


Zahlvariable, kurz ,,Variable* genannt, werden unterteilt in frete und 
gebundene Variable. Man kann dafiir beliebige, noch nicht in anderem Sinne 
benutzte Zeichen verwenden; es ist nur jeweils anzugeben, ob ein solches 
Zeichen eine freie oder gebundene Variable sein soll. . 


Funktionszeichen und Prédikatzeichen diirfen in beliebiger Anzahl vor- 
kommen; doch setzen wir voraus, daB die Funktionen und Pridikate entscheid- 
bar definiert seien, d.h.: es soll jeweils ein Verfahren gegeben sein, um fiir 
jede vorgelegte Kombination von Zahltermen, von der Anzahl der Argument- 
stellen der Funktion bzw. des Pridikates, den Funktionswert — wieder in 
Form eines Zahlterms — ausrechnen zu kénnen bzw. entscheiden zu kénnen, 
ob das Pradikat auf die betreffenden Zahlen zutrifft oder nicht. 


Wir werden im folgenden von nachstehenden Pradikat- und Funktions- 
zeichen selber Gebrauch machen (« und # markieren die Argumentstellen): 
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Pridikatzeichen: « = B,a< B,a > B,a 5S p,a = Pp. (Entscheidbare 
Definitionen in Neu 4. 1.) 


Funktionszeichen: Zunachst « + 6, «- fund w*. Diese sollen (wie auch 
die Priidikatzeichen) die in der Mengenlehre iibliche Bedeutung haben; es 
macht keine wesentlichen Schwierigkeiten, sie fiir die Zahlen unter ¢ ent- 
scheidbar zu definieren; ich gehe darauf nicht ein, sondern setze dies als 
geleistet voraus). 


Das Vorkommen der Summe und w-Potenzierung in den Zahltermen ist 
als mit der Definition dieser Funktionen in Einklang stehend zu erweisen; 
hierin liegt gleichfalls keine Schwierigkeit von Bedeutung. 

Ferner verwenden wir das einstellige Funktionszeichen w, mit der Be 
deutung: a = 0, w; l (1 ist, wie in New 4. 1, als Abkiirzung fiir w® anzu- 
sehen, ebenso w, wo es ohne Exponenten oder Index auftritt, als Abkiirzung 
fiir w!), w2 = w, w3 = w” usw. (2 und 3 sind natiirlich Abkiirzungen fiir 
l 1 und 1+ 1+ 1), allgemein sei w,,, wo”« fira<w. Fire 2a 
sel @ U. 


SchlieBlich brauchen wir noch zwei etwas kompliziertere Funktionen 
folgender Art: 


Wenn « < 8 +o’ und y > 0 ist (a, 8. y seien Ordnungszahlen unseres 
Bereiches), so gibt es zwei Zahlen fu, (a, 8, y) und fue (a, B, y), derart, daB 
fu, <y, fug<@ und «aS B+" - fay ist. Diese lassen sich folgender- 
maBen entscheidbar definieren: 6+’ hat als Zahlterm geschrieben die 
Gestalt 


(6, = de°-°: 6,, » eine natiirliche Zahl) 


Hierbei ist 6, = y, gemaiB den Rechenregeln fiir die Addition. Ist nun 
> 


“a S B, so geben wir fu, und fz, einfach den Wert 0. Ist dagegen « > 8, 


so hat «, als Zahlterm geschrieben, die Gestalt 


5) Solche Berechnungsverfahren fiir diese Funktionen, sogar fiir die allgemeine 
Potenz, lassen sich leicht entnehmen aus §§ 78 und 79 der Schrift von Hessenberg, 
Grundbegriffe der Mengenlehre. (Sonderdruck a. d. Abh. d. Friesschen Schule, N. F., 
I. Bd., 4. Heft; S.479—706.) Géttingen 1906. 
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wobei y > x > Aist. (Ist » gleich 1, so sind die Glieder vor dem ersten w” als 
nicht vorhanden anzusehen. Mindestens ein Glied w” mu8 da sein. w* und 
das weitere kann fehlen.) Der Summand a” trete u-mal auf, yu ist eine natiir- 
liche Zahl. 


Nunmehr setzen wir fu; = x, fug = w+ 1, und die Bedingungen sind 
erfullt, denn es ist 


B+ol™ - fu, = wt + +++ + @r-1 + @- (#+1)> a. 


(Wenn «a => 8+’ oder y = 0 ist, seien fu, und ft gleich 0.) 


Rekursive Definition des Begriffs ,,Z’erm‘ (wie iiblich): Zahlterme und 
freie Variable sind Terme. Werden die Argumentstellen eines Funktions- 
zeichens durch irgendwelche Terme ausgefiillt, so entsteht wieder ein Term. 


Rekursive Definition des Begriffs ,,Formel*: 


Werden die Argumentstellen eines Pridikatzeichens durch irgendwelche 
Terme ausgefiillt, so entsteht eine Formel. Eine solche Formel heiSt eine 


,Primformel. 


Desgleichen entsteht eine Formel, wenn man der ,,Higenschafts- 
variablen“* 6, der eine Argumentstelle zugeschrieben wird, einen Term als 
Argument beifiigt. (Das Zeichen 6 benétigen wir fiir die Formulierung der 
TJ-Herleitungen, s.u. Es wird nicht zu den ,,Variablen“, unter denen wir 


nur Zahlvariable verstehen wollen, gerechnet.) 


Sind M und B Formeln, so sind auch U é B, U \/ B, UD B und TA 
Formeln. Aus einer Formel entsteht ferner wieder eine Formel, wenn man 
eine darin vorkommende freie Variable durchgingig durch eine noch nicht 
darin vorkommende gebundene Variable x ersetzt und zugleich V x bzw. 
3x vor den so entstehenden Ausdruck schreibt. (Klammern sind wie 
iiblich anzuwenden, um den Erstreckungsbereich eines Verkniipfungs- oder 
Funktionszeichens unmi$verstindlich zu bezeichnen.) 


Die Definition der ,,Sequenz‘‘ ist wértlich aus New 1.2 zu iibernehmen. 


Desgleichen der Begriff der ,,SchluBfigur’ von New 1.3, nur mit 


folgenden Anderungen: 


Da wir das Verkniipfungszeichen > jetzt auch (in § 2) verwenden wollen, 
nehmen wir das SchluBfigurenschema hinzu: 


r,u+B 


r+-ia%5 8° 
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Ferner ist das Schema fiir )/-Schlu8figuren infolge der Einbeziehung der 
transfiniten Zahlen etwas zu veriindern; es soll jetzt lauten: 


a< mw, ¥ (a), + 0, & (a + 1) 
t<w, (0), +0, ¥(t) 





mit der Einsetzungsvorschrift: Fiir % (a) setze man eine beliebige Formel, 
die eine freie Variable a enthalt. Alsdann ist fiir § (a — 1) bzw. § (0) baw. 
& (t) diejenige Formel zu setzen, clie aus § (a) entsteht, wenn man die freie 
Variable a durchweg durch a + 1 bzw. 0 bzw. einen beliebigen Term t ersetzt, 
Die iibrigen Bestandteile des Schemas sind obne weiteres verstindlich. Die 
Eigenvariable a darf in der Untersequenz, wie iiblich, nicht vorkommen, 

Als .,Grundsequenzen“ verwenden wir die folgenden: 

Logische Grundsequenzen sind Sequenzen von der Form D—D, wobei 
fiir D eine beliebige Formel stehen kann, sowie (in § 2)U > B, UA > B (A und 
B beliebige Formeln). 

Mathematische Grundsequenzen seien, wie in New 1.4, aus Primformeln 
bestehende Sequenzen, die bei jeder beliebigen Einsetzung von Zahltermen 
fiir die etwa vorkommenden freien Variablen in ,,richtige** Sequenzen, im 
Sinne der entscheidbaren Definition cer Funktionen und der Entscheidbarkeit 
der Priidikate, sowie der Richtigkeitsdefinition fiir Sequenzen (New 1. 2). 
iibergehen. (Solche diirfen also das Zeichen 6 nicht enthalten.) 

Auf die Angabe bestimmter mathematischer Grundsequenzen (als mathe- 
matische ,,Axiome“) verzichte ich, wie in meinen friiheren Arbeiten. Ich 
werde allerdings eine Reihe von solchen in § 2 verwenden; daB diese ,,richtig“ 
sind, setze ich als nachgewiesen voraus, da hier keine wesentlichen Schwierig- 
keiten vorliegen. 

Wir nehmen noch e'ne dritte Sorte von Grundsequenzen hinzu, nimlich 
_ Gleichheits-Grundsequenzen‘, die nach folgendem Schema zu bilden sind: 


s=t, &(s) > F(t) 


mit der Einsetzungsvorschrift: Fiir ¢ und t setze man beliebige Terme, fiir 
& (s) irgendeine Formel, die an (mindestens) einer Stelle den Term s enthilt, 
fiir % (t) eine Formel, die aus § (s) entsteht, wenn man 5 an einer Stelle 
durch t ersetzt. 

(Zur Erliuterung: Diese Grundsequenzen wiiren iiberfliissig, wenn der 
Kalkiil die Eigenschaftsvariable 6 nicht enthielte, da sie dann aus mathe- 
matischen Grundsequenzen ableitbar sind.) 

Der Begriff der ,,Herleitung im gewéhnlichen Sinne*s wird wértlich wie 
in New 1.5 definiert, nur mit dem Zusatz: In einer solchen Herleitung darf 
das Zeichen 6 nicht vorkommen. 
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Der Begriff der T J-Herleitung. 


Zur Erliuterung dieses Begriffs formuliere ich zunichst, ahnlich dem 
Schema fiir VJ-SchluBfiguren, ein ,,Schema fiir 7 J-SchluBfiguren“: 


a>0, Vz[x< ad §(x)], [> O, F(a) 
& (0), 1+ O, Fs)” 





Einsetzungsvorschrift analog wie bei VJ-SchluBfiguren; fiir s ist ein 
Zahlterm einzusetzen. 

Dieses Schema formalisiert ,,die transfinite Induktion bis zu der durch 
den Zahlterm s dargestellten Ordnungszahl“. (Es wird weiterhin nicht ver- 
wendet, sondern dient nur zur Erliuterung des folgenden.) 


Nun die Definition: 

Eine ,,7'J-Herleitung bis s“ (s sei ein Zahlterm) ist eine Herleitung im 
gewohnlichen Sinne, jedoch mit folgenden Abinderungen dieses Begriffs: 

In der Herleitung kommt die Eigenschaftsvariable 6 vor (d. h. natiirlich, 
indem sie gema8 der Formeldefinition in gewisse Herleitungs-sequenz-formeln 
eingeht); die Endsequenz der Herleitung lautet 


& (0) + & (s); 


als oberste Sequenzen sind auBer Grundsequenzen noch Sequenzen von 
folgender Form, genannt ,,7'J-Obersequenzen‘‘, zugelassen: 


r>0, Vz[x< 12> 6 (x)] > é (x), 


worin fiir r irgendein Term stehen darf, fiir x irgendeine gebundene Variable. 


Es leuchtet wohl ein, da8 dieser Begriff wirklich das erfabt, was man 
inhaltlich unter einem Beweis fiir die Giiltigkeit der transfiniten Induktion 
bis zu der durch s bezeichneten Zahl versteht. Insbesondere besteht der 
folgende Zusammenhang mit dem angegebenen ,,Schema fiir 7 J-Schlub- 
figuren‘‘: Wenn in einer ,,Herleitung im gewéhnlichen Sinne“ auBer den fiir 
solche zugelassenen Arten von SchluBfiguren an einer Stelle etwa eine 
, 2'J-SchluBfigur’‘, nach jenem Schema, vorkommen wiirde, und wenn 
andererseits eine ,,7'J-Herleitung bis s“ vorliegen wiirde, so kénnte man 
diese 7 J-Herleitung an Stelle jener TJ-SchluBfigur in der Weise ,,einsetzen“, 
daB insgesamt eine korrekte ,,Herleitung im gewoéhnlichen Sinne“, nunmehr 
ohne eine 7'J-SchluBfigur, entstinde. Diese Einsetzung wire einfach so 
durchzufiihren, da8 man in der ,,7’J-Herleitung bis s“ alle Ausdriicke der 
Form & (v) durch § (0) ersetzt (mit v sei jeder beliebige in der Argumentstelle 
von G stehende Ausdruck bezeichnet), den TJ-Obersequenzen die Formel- 


Mathematische Annalen. 119. 10 
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reihen J’ und @ hinzufiigt, und dieselben von dort aus nach unten hin ,,mit- 
nimmt“, so daB sie auch in der Endsequenz der TJ-Herleitung auftreten,; 
alsdann lautet diese bereits § (0), J’. —O, § (s), und man kann ihr den an 
die 7. J-Schlu8figur sich anschlieBenden Teil der Ausgangsherleitung anhingen; 
ebenso hat man an die 7'J-Obersequenzen den iiber der Obersequenz der 
T J-SchluSfigur stehenden Herleitungsteil nach oben hin anzufiigen, wobei 
man jeweils die freie Variable a durch den in der jeweiligen T J Obersequenz 
auftretenden Term r ersetzt. (Etwaige Kollisionen in der Variablenbezeichnung 
sind durch triviale Umbenennungen zu beheben.) 


Diese Betrachtung zeigt zugleich, daB es sachgemaB ist, eine ,, 7’ J-Her- 
leitung“ in unserem Sinne noch als eine zur reinen Zahlentheorie gehérige 
Herleitung anzusehen, obwohl die ,,Eigenschaftsvariable“ (,,Formelvariable“, 
,,Mengenvariable“) 6 darin vorkommt: Diese tritt j@ nur als freie Variable 
auf, und die 7J-Herleitung wird, sobald man sie auf eine bestimmte ,,zahlen- 
theoretische‘‘ Eigenschaft % anwendet, zu einer rein zahlentheoretischen Her- 
leitung im gewodhnlichen Sinne. 


Was iibrigens die Erweiterung der ,,reinen Zahlentheorie‘ durch die 
Hinzunahme von transfiniten Ordnungszahlen, mit der Angabe eines Be- 
zeichnungsschemas fiir diese, betrifft, so ist diese grundsiatzlich von der gleichen 
Art wie die Hinzunahme von negativen Zahlen, Briichen u. dgl., und eg 
kommt dadurch iiberhaupt kein der reinen Zahlentheorie nicht gemaBes 
Element hinein®). 


9 
§ 2. 


Angabe yon 7'J-Herleitungen. 


Ich gebe jetzt ein Verfahren zur schrittweisen Herstellung von 7 J-Her- 
leitungen bis wp = 0, w, = 1, w, = w, w3 = w”, allgemein bis w,, wobei n 
eine beliebige natiirliche Zahl bezeichne, an. 


Dabei verwende ich die Buchstaben «, f, y, 6 als freie, &, » als gebundene 
Variable. 


Ich werde nicht alle SchluBfiguren und Grundsequenzen einzeln hin- 
schreiben, doch in solchem Umfange, daB die fehlenden leicht zu erginzen 
sind, und werde iiberdies durchweg die anzuwendenden, sowie auch die aus- 
driicklich hingeschriebenen SchluBfiguren und Grundsequenzen durch bei- 
gesetzte Zeichen nach ihrer Zugehérigkeit zu den einzelnen Schemata in 
folgender Weise kennzeichnen: 


*) Vgl. meine in Anm. 2 zitierte Arbeit, Nr. 17. 2. 
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L: Logische Grundsequenz; M: Mathematische Grundsequenz; @: Gleich- 
heits-Grundsequenz; J: T’'J-Obersequenz; S: Eine oder mehrere Struktur- 
SchluBfiguren; VJ:VJ-SchluBfigur. Fiir die Verkniipfungsschlu8figuren ver- 
wende ich die Zeichenkombinationen & E, €B, \/ E, \/B usw., wobei E 
(,,Einfiihrung“ der Verkniipfung) in unserem Formalismus diejenige Art 
von SchluBSfiguren bezeichnet, in deren Schema das Verkniipfungszeichen in 
einer Hinterformel der Untersequenz vorkommt, wihrend B (,,Beseitigung“ 
der Verkniipfung, im Sinne der ,,natiirlichen“ Reihenfolge der Scbliisse) die 
Art von SchluBfiguren bezeichnet, in deren Schema das Verkniipfungszeichen 
in einer Vorderformel der Untersequenz auftritt. (Als >-Beseitigung dient 
iibrigens jetzt die zweite Art von logischen Grundsequenzen.) 


Die ,,Richtigkeit“ der vorkommenden mathematischen Grundsequenzen 


setze ich, wie schon gesagt, als bekannt voraus. 


2.1. Angabe einer 7'J-Herleitung bis 0: 
6(0)>6(0)  L. 


2.2. Umformung einer T J-Herleitung bis w, in eine TJ-Herleitung bis 
@,,; = @"". (n bezeichne eine natiirliche Zah] oder 0.) 

Eine TJ-Herleitung bis w, liege vor. 

Wir kénnen ohne Beschrinkung voraussetzen, da diese die im folgenden 
eingefiihrten Variablen noch nicht enthalt. (Andernfalls wire das durch eine 


triviale Umbenennung zu erreichen.) 

Man ersetze zuniachst in der ganzen Herleitung das Zeichen & in folgender 
Weise: 

Aus & (v) macht man jeweils y é [6*(£) > 6*(€ + w”)], v sei der jeweils 
in der Argumentstelle von 6 stehende Ausdruck, 6*(w) sei eine Abkiirzung 
fir Vn[n < w > G(n)], w beliebig. 

Es ist leicht einzusehen, daB dabei alle Schlu8figuren und alle logischen 
und Gleichheits-Grundsequenzen korrekt bleiben, ebenso natiirlich die mathe- 
matischen Grundsequenzen, die ja gar nicht von der Anderung betroffen 
werden. 

Jedoch gehen die 7'J-Obersequenzen in Sequenzen anderer Art iiber, 
und auch die Endsequenz andert sich wesentlich. An diesen Stellen ist die 


Herleitung in der jetzt anzugebenden Weise zu erginzen. 


2.21. Die Endsequenz lautet nach der Ersetzung offenbar: 


V E[6*() > G*(E + w°)] > V E[E*(E) > E*(E + ©). 
10* 
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2.22. Irgendeine 7TJ-Obersequenz lautet nach der Ersetzung offenbar: 


r>0,Wx[x<r> V E[6*(E) > G*(E + w*)]] > V E[6*(E) > G* (EF +0). 


Diese wird jeweils wie folgt hergeleitet: 
€ sei eine Abkiirzung fiir ihre zweite Vorderformel. Die Bedeutung von s 
und t (beide bezeichnen gewisse Terme) wird nachher erklart. 




















L,VB 

€,s<t Md aE + w)] 

c , $< Ss Cy + > G* (y 7 w* a + w*) : ba 

©, s- at 2D ee ee wm “(a + 1) _ ,s 
a<o,© s<1G*(y +o? ert e+ Dyas 
t< w, ©, s<1,6*(y + o*-0 =O yt oF  @ ws 
— ae * (y) = re is 
i<95, $< Sa Sly + OT VBS. 





t<w,€, s<r,6* oa <7 +o*-t+6() 


Die Zeichen s und t sollen die folgende Bedeutung haben: s sei eine Ab- 
kiirzung fiir /u,(f,y, r), t fiir fue(f,y, 1). fy und fag haben die in § 1 an- 
gegebene Bedeutung; demnach gelten die folgenden mathematischen Grund- 
seque nzen 


r>0, B<y+oa'>BPsSy+o*-t sowier > 0, B<y-4 w>s<rt 


und r > 0, B <9 wo >t < @. 


Aus diesen und der zuvor hergeleiteten Sequenz erhilt man durch drei- 
maligen Schnitt und weitere Struktur-SchluBfiguren: 


tr > 0. ¢. G* (y), p< y+ «* > & (8) 
weiter: 750 € OG) = VEll<p Fora eM > Ye 








Aus dieser Sequenz erhalt man einerseits durch Schnitt mit der wie folgt 


hergeleiteten Untersequenz: 


M J 
+y+u'>0 y+oa'>d0, VEE <y + wt > G(E)] + Gly + o) 


WEE <7 +0° 3 618] > Ely + 00°) 


die Sequenz: 
r >0, ¢, G* (5 > Gy + w*) 


weiter: r > 0, ea 6=y+a'= &(8) 








G, 8. 
Andererseits erhilt man aus obiger Sequenz — deren Herleitung also 
noch ein zweites Mal aufzuschreiben wire — mittels L, VB, S: 


r>0, ©, E*(y), d< y +o > 6(8). 
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Aus dieser und der vorigen zusammen ergibt sich durch \/ B, 8: 


r>0, €, Gy), d=y+a' Vi<y+o' > (6d) 


/ 
weiter: | 
M,VE,S, VES v 
6sytat'-b=yr+ot® Vb< y+oat 


en . . S 
r>0, €, 6*(y), bs y+at + &(d) 
~ —__——— DE, VE 
S06 Fy) sy so) Pye 
r>0,€ +VéE[G*(é) 5 G* (E+) ~ " ~ 








Damit ist die Umwandlung einer 7 J-Herleitung bis w, in eine 7’ J-Her- 
leitung bis ,,, vollstindig beschrieben. 

Es sei noch vermerkt, daB unsere TJ-Herleitungen im wesentlichen 
»,intuitionistische LJ-Herleitungen sind, d. h. LK-Herleitungen mit jeweils 
héchstens einer Hinterformel in jeder Sequenz. Die vorkommenden formalen 
Ausnahmen bei mathematischen Grundsequenzen wiren leicht durch eine 
andere Formulierung dieses Begriffs zu beheben. 

2.3. Zum Vergleich sei noch angedeutet, wie man mit Hinzunahme von 
Hilfsmitteln der Analysis eine TJ-Herleitung bis ¢, gewinnen kann. (Dazu 
ware also ¢, auch noch zum Zahlenbereich hinzuzunehmen.) 

(Im folgenden seien # und € gebundene, » und wu freie Zahlvariable.) 

Wir schreiben 

G(v) fir V é[6*(€) > G*(E + w”)]; 
3¢ fir VE[{C> Od VOlP < CD E(M}> EH] 


(zusammenfassende Formulierung der 7'J-Obersequenzen). 


Aus dem unter 2.21 angegebenen Herleitungsteil erhilt man leicht eine 
Herleitung fiir 


y<wo, © (0) > G6 (@,), Je > &(0) > G(o, .1)- 
Aus dem unter 2.22 angegebenen Herleitungsteil erhalt man ebenso 
eine Herleitung fiir J, > Jg. 
Beide Sequenzen zusammen ergeben, mit Hilfe der Grundsequenz 
3s a) [G (0) 2 107) (w,)], 36 -— © (0) ~ 103) (o,) 
und Struktur-SchluBfiguren, sowie > E: 
¥ <a, $6 > [G(0) > G,)] > Je > (60) > GO, , ,)). 


Jetzt verlassen wir den rein zahlentheoretischen Formalismus, indem 
wir gebundene Eigenschaftsvariable zulassen. So erhalten wir durch VB 
und VE: 


y<o, VE{3~-> (6 (0) > 6 @,)}} > V6 {Je > [6 (0) DS, , :)} 
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und nun durch eine V J-SchluBfigur: 
u<o, VE{3™> [6 (0) > 6 (0)}} > V 6 {3¢> [6 (0) > @,)}}, 


daraus leicht: 


up<ow7>VW E{3_.> [6 (0) > & (@,)}}. 


Hieraus erhalt man ohne wesentliche Schwierigkeiten 
Se 6 (0) > VEE < m2 6(2)) 


und schlieBlich 3- > 6 (0) > G (e), d.h. die Giiltigkeit der transfiniten 
Induktion bis é 9. 


§ 3. 
Unbeweisbarkeitsnachw eise. 

Es soll jetzt nachgewiesen werden, daB mit gewissen Teilsystemen der 
zahlentheoretischen Beweismittel jeweils die transfinite Induktion bis zu 
gewissen Ordnungszahlen noch nicht bewiesen werden kann, und insbesondere 
mit den samtlichen SchluBweisen nicht bis zu der Zahl é. 

Das Verfahren hat Ahnlichkeit mit dem Widerspruchsfreiheitsbeweis. 
Das ist natiirlich, handelt es sich doch in beiden Fallen um einen Unbeweis- 
barkeitsnachweis, und schlieBt doch z. B. die Aussage der Unbeweisbarkeit 
der transfiniten Induktion bis e¢9 in der reinen Zahientheorie die Widerspruchs- 
freiheit derselben mit ein; denn aus einem Widerspruch kénnte man alles 
beweisen, auch jene transfinite Induktion. Ich werde daher weitgehend auf 
meinen Widerspruchsfreiheitsbeweis (Neu) zuriickgreifen. 

3.1. Das allgemeine Schema zum Unbeweisbarkeitsnachweis fiir die trans- 
finite Induktion ist dieses: 

Es werden ,,Reduktionsschritte’: fiir beliebige T'J-Herleitungen, deren 
Endzahl nicht 0 ist, definiert. (Als ,,Andzahl‘‘ einer T J-Herleitung bezeichnen 
wir die durch den Term s dargestellte Zahl.) Ein Reduktionsschritt fiihrt 
eine 7’ J-Herleitung wieder in eine T'J-Herleitung iiber. Dabei bleibt die Lnd- 
zahl der Herleitung im allgemeinen erhalten. Ist jedoch die Herleitung 
,kritisch‘‘ (was das hei8t, wird spiter erklirt), so wird die Endzahl ver- 
kleinert; und zwar kann in diesem Falle die neue Endzahl beliebig (kleiner als 
die alte) vorgegeben werden; immer kann der Reduktionsschritt so ausgefiihrt 
werden, daB die vorgegebene neue Endzahl entsteht. (Abgesehen von dieser 
Abhangigkeit von der Vorgabe einer neuen Endzahl ist der Reduktionsschritt 
stets eindeutig festsetzbar.) 

Ferner wird jeder TJ-Herleitung eine Ordnungszahl, mittels einer Vor- 
schrift zu deren Berechnung, zugeordnet; wir nennen sie — zum Unterschied 
von der Endzahl — den ,,Wert‘: der Herleitung. Es wird dann nachgewiesen 
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daB der Wert bet jedem Reduktionsschritt klemer wird. Als Werte werden nur 
transfinite Ordnungszahlen unterhalb e, Verwendung finden. 

Hat man diese Begriffe definiert und die angegebenen Satze dariiber 
bewiesen, so folgt der grundlegende Satz: 

Die Endzahl einer TJ-Herleitung kann nicht gréBer sein als ihr Wert, 

Um dies einzusehen, wenden wir eine transfinite Induktion nach dem 
Wert der Herleitung an: 

Ist der Wert 0, so ist die Behauptung offenbar richtig. (Da es einen 
kleineren Wert nicht gibt, kann nimlich auf eine solche Herleitung kein 
Reduktionsschritt anwendbar sein, d.h.: sie mu8 die Endzahi 0 haben.) 
Sei nun die Behauptung schon als richtig erkannt fiir alle Herleitungen, deren 
Wert kleiner ist als eine Ordnungszahl «. (« sei gréBer als 0.) Irgendeine 
Herleitung mit dem Wert « liege vor. Ist ihre Endzahl 0, so ist die Behauptung 
fiir sie giiltig. Ist das nicht der Fall, und ist die Herleitung nicht kritisch, so 
la8t sich ein Reduktionsschritt ausfiihren, der eine Herleitung mit gleicher 
Endzahl und kleinerem Wert ergibt. Fiir diese gilt die Behauptung; erst 
recht also fiir jene Herleitung. Ist die Herleitung kritisch, und wire ihre 
Endzahl entgegen der Behauptung gréBer als ihr Wert, so kénnte man den 
Wert als neue Endzah! wihlen und den zugehérigen Reduktionsschritt aus- 
fiihren: Das Ergebnis wire eine Herleitung kleineren Wertes, fiir die also 
wiederum der Wert kleiner wire als ihre Endzahl, entgegen der Induktions- 
voraussetzung. 

Aus diesem Satz lassen sich dann unmittelbar die gewiinschten Un- 
beweisbarkeitssitze gewinnen. 

3.2. Wir schreiten zur Durchfiihrung dieses Ansatzes. 


Zunichst soll der Formalismus von § 1 in einigen Punkten modifiziert | 


werden: 

Erstens soll das Verkniipfungszeichen > nicht mehr zugelassen sein; dies 
bedeutet natiirlich keine Einschrinkung, da man & > B durch das Aqui- 
valente (7 UM) \/ B ersetzen kann. (Dabei werden die >-SchluBfiguren und 
-Grundsequenzen aus den SchluBfiguren fiir \/ und 7 ableitbar.) Zugleich 
mu8 auch der Begriff der ,,7J-Obersequenzen‘‘ entsprechend gedndert 
werden, dieselben haben also jetzt die Form: 


r>0, Vr[(7x<1r) V6(s)] ~~ E(x). 
Zweitens lassen wir jetzt noch SchluBfiguren nach folgenden Schemata 
(,, Termeinsetzungen“) zu: 
I}, &(s), I'2> 0 how I~ O;, &(s), Oe 
l,, &(), [2>0 ' P+ O,, F(t), Oe’ 
wobei fiir s und t Terme ohne freie Variable, welche die gleiche Zahl bezeichnen, 
eingesetzt werden diirfen. (Diese Schlu8figuren kénnten, wie leicht ersichtlich, 
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durch Anwendungen von Gleichheits-Grundsequenzen und mathematischen 
Grundsequenzen —s = t ersetzt werden, sind also im Grunde entbehrlich, 
aber fiir das folgende bequem.) 

Drittens erfahrt der Begriff der 7'J-Herleitung noch folgende Anderung: 
Die Endsequenz einer 7J-Herleitung soll lauten: 


& (0) > & (5;), & (52), .. ., 6 (5,), 
die s miissen Zahlterme sein (vy eine natiirliche Zahl); als ,,Endzahl“ gilt die 
kleinste der durch die 5 dargestellten Ordnungszahlen. 

Die alte Form der Endsequenz einer 7J-Herleitung ist ein Sonderfall 
der neuen; daher gelten alle Unbeweisbarkeitssatze, die fiir die neue Form 
bewiesen werden, gleichfalls fiir jene. 

Wir fiihren jetzt der Reihe nach die fiir den Unbeweisbarkeitsnachweis 
(gemiB 3.1) erforderlichen Definitionen und Beweise durch. 

3.3. Definition der Reduktionsschritie fiir T J-Herleitungen. 

3.31. Eine 7 J-Herleitung liege vor; ihre Endsequenz laute 


& (0) > & (s;), ..., 6(s,). 


Keiner der Zahlterme s sei .0*. 

Wir wollen im wesentlichen die Definition eines Reduktionsschrittes 
von Neu, § 3, iibernehmen. Vergegenwirtigen wir uns daher zunichst die 
wesentlichen Unterschiede unseres jetzigen Herleitungsbegriffs gegeniiber 
dem dort verwendeten: 

Die Zahlterme erstrecken sich jetzt bis ¢9 (ausschlieBlich), dort waren es 
nur solche fiir natiirliche Zahlen. Funktionen sind jetzt in beliebiger Anzahl 
zugelassen; dort war es nur die Nachfolgerfunktion allein. Zu den Pridikat- 
zeichen kommt das neuartige Zeichen 6 hinzu, zu den Grundsequenzen die 
Gleichheits-Grundsequenzen, zu den SchluBfiguren die ,,Termeinsetzungen“; 
auch die etwas veranderte Fassung der VJ-SchluBfiguren ist zu beachten. 
SchlieBlich kommen die TJ-Obersequenzen hinzu, sowie die andersartige 
Form der Endsequenz. 

Es wird sich zeigen, daB alles dies keine allzu groBen Anderungen gegen- 
iiber dem in New angewandten Verfahren erforderlich macht, abgesehen von 
den ganz neu hinzukommenden kritischen Reduktionsschritten. 

3.32. Der Reduktionsschritt beginnt mit demselben Vorbereitungsschritt 
wie in New 3. 2, der Ersetzung von ,,iiberfliissigen“ freien Variablen durch 1. 

Das ,,Endstiick‘« der vorgelegten Herleitung wird, etwas abweichend von 
Neu 3.2, so definiert: 

Zum Endstiick zahlen alle diejenigen Herleitungssequenzen, die man 
durchiéuft, wenn man jeden einzelnen Faden von der Endsequenz her auf- 
wirts verfolgt und haltmacht, sobald man auf den SchluSstrich einer Ver- 


kniipfungs- oder VJ-SchluBfigur trifft. 
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Es kann also nur Struktur-SchluBfiguren und Termeinsetzungen und, nach 
dem Vorbereitungsschritt, keine freien Variablen enthalten. Die obersten 
Sequenzen des Endstiicks kénnen Untersequenzen von Verkniipfungs- oder 
V J-SchluBfiguren, sowie Grundsequenzen aller drei Arten und ZJ-Ober. 
sequenzen sein. 

Wir fiigen jetzt dem Vorbereitungsschritt noch einen zusatzlichen Schritt 
an, der durch die Zulassung von Funktionszeichen bedingt ist: 

Man ersetze alle im Endstiick vorkommenden Terme durch die bei ,,Aus- 
rechnung“ der darin vorkommenden Funktionszeichen sich ergebenden Zahl- 
terme. (Die in den Zahltermen selbst vorkommenden Funktionszeichen 
bleiben natiirlich stehen.) 

Bei dieser Ersetzung gehen offenbar alle Struktur-SchluBfiguren in 
korrekte SchluBfiguren der gleichen Art iiber, ebenso alle Grundsequenzen 
und 7'J-Obersequenzen in korrekte Sequenzen der gleichen Art. In den 
,, T'ermeinsetzungen werden Ober- und Untersequenz einander gleich; diese 
SchluBfiguren fallen fort. 

Jede Gleichheits-Grundsequenz nimmt entweder die Gestalt 


s=s, §(s)—> H(s) oder s t, § (s) > ¥ (t), 


wobei s und t voneinander verschiedene Zahlterme sind, an. Man ersetzt nun 


die erste Form jeweils durch 


asinine? 


§ = Ss, -  (s) — 


) (logische Grundsequenz) 
> &(s) q 
% (s (Verdiinnung), 

hI 


die zweite durch 


(mathematische Grundsequenz) 


Bn Ht So (Verdiinnungen und Vertauschung). 


s = ft, s=t, §(s)- —_ ¥ ( t) 


Hiernach kommen keine Gleichheits-Grundsequenzen mehr im End- 
stiick vor. 

Nun sind aber noch diejenigen Stellen der Herleitung in Ordnung zu 
bringen, wo eine Oberste Sequenz des Endstiicks die Untersequenz einer 
SchluBfigur ist. Hier wird durch die Termausrechnung im allgemeinen die 
Korrektheit der SchluBfigur zerstért, da ja die Ersetzung nur in deren Unter- 
sequenz stattfindet. In solchen Fallen gehe man von der urspriinglichen 
Untersequenz zu der durch die Termausrechnungen entstehenden Gestalt 
durch eine Anzahl von (in die Herleitung einzufiigenden) , ,Termeinsetzungen‘ 
(nach den oben angegebenen Schemata) iiber. (Somit kommen jetzt Schlub- 
figuren dieser Art in das Endstiick wieder hinein. Thre Reihenfolge laBt sich 
leicht eindeutig festlegen.) Wir setzen noch fest, daB bei einer V J-SchluBfigur 
der in deren Schema mit t bezeichnete Term in seiner ausgerechneten Form 
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in der Untersequenz der VJ-SchluBfigur stehen bleiben soll. Dabei bleibt 
ja die VJ-SchluBfigur durchaus korrekt. 

Damit ist der ,,erste Vorbereitungsschritt beendet. 

3.33. Wir fahren fort, wie in New: 

Wenn eine oberste Sequenz des Endstiicks die Untersequenz einer 
VJ-SchluBfigur ist, so wird eine V J-Reduktion durchgefiihrt. (Danach ist 
der gesamte Reduktionsschritt in diesem Falle beendet.) 

Man nehme sich also eine solche V J-Schlu&figur (etwa die am weitesten 
rechts stehende, damit die Bestimmung eindeutig ist) vor. Sie hat die Gestalt 
a<o, ¥(a), [> 0, F(a + 1) 
t<o, (0), T>0, S(t)’ 
dabei ist t auf Grund des Vorbereitungsschrittes ein Zahlterm. Von diesem 
la8t sich nun feststellen, ob die durch ihn dargestellte Zah! kleiner als w ist 

oder nicht. Ist t << w nicht richtig, so bildet man einfach 
(mathematische Grundsequenz) 
(Verdiinnungen und Vertauschungen). 


t< oO—-> 


t< wo, §(0), l>O, &(t) 





Nach unten hin geht die Herleitung weiter wie zuvor; was vorher dariiber 
stand, fallt weg; der Reduktionsschritt ist beendet. 

Ist jedoch t < @ richtig, so ersetzt man die VJ-SchluBfigur durch 
Struktur-SchluBfiguren wie in Neu 3.3, wobei noch jeweils oben anzufiigen 
ist (m sei gleich 0, 1, 1+ 1, 1 +1+1 usw.): 

(Mathem. Grundsequenz) 

>m< w m<o, ¥(m), [>O, ¥(m-+ 1) 


&(m), ’+ 0, &(m + 1) 





(Schnitt), 


sowle unten: 


(0), +O, F(t) 


Verdii x). 
t<o, §(0), [> 0, § it) (Verdiinnung) 


3.34. Wenn nirgends eine VJ-SchluBfigur das Endstiick oben begrenzt, 
so erfolgt, vor dem eigentlichen Reduktionsschritt, ein zweiter V orbereitungs- 
schritt wie in New 3. 4. 

Wir kénnen zunichst wie dort die Begriffe ,,verbunden“ und ,,Formel- 
bund“ einfiihren. Bei ,,Termeinsetzungen“ gelten die Formeln % (s) und 
 (t) als miteinander verbunden, sowie die an gleicher Stelle stehenden Formeln 
von J’;, I’; usw. in Ober- und Untersequenz (wie iiblich). 

Es brauchen also jetzt die Formeln eines Bundes nicht mehr einander 
vollig gleich zu sein, sondern kénnen sich durch Termausrechnungen formal 
unterscheiden. Der ,,zu einem Bund gehérige Schnitt“ braucht jetzt nicht 
mehr in allen Fallen zu existieren, da die Endsequenz nicht leer ist. 
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Der zweite Vorbereitungsschritt vollzieht sich nun genau wie in New 3. 42; 
es ist nur zu beachten, da8 der Wegfall von Sequenzformeln bei der Weg- 
schaffung der Verdiinnungen schlieBlich auch die Endsequenz betreffen kénnte. 
Fiir diesen Fall wollen wir festsetzen, da8 dann die urspriingliche Gestalt 
derselben durch am Herleitungsende stattfindende Verdiinnungen wieder- 
hergestellt werden soll. Fiir die Wegschaffung der logischen Grundsequenzen 
ist wesentlich, daB die Endsequenz keine solche ist und auch nicht durch 
Verdiinnungen aus einer solchen hervorgeht; dies gilt, da die Endzahl nicht 0 ist. 

Danach gilt fiir das Endstiick: Es enthalt an SchluBfiguren nur ,,Term- 
einsetzungen™ und Struktur-SchluB8figuren, darunter Verdiinnungen héchstens 
unmittelbar iiber der Endsequenz. Es enthalt keine freien Variablen. Seine 
obersten Sequenzen sind Untersequenzen von Verkniipfungs-SchluBfiguren 
oder mathematische Grundsequenzen oder T.J-Obersequenzen. 

3.35. Wenn es, nach Durchfiihrung des zweiten Vorbereitungsschrittes, 
im Endstiick einen ,,zur Anwendung einer Verkniipfungsreduktion geeigneten 
Formelbund* gibt d.h. (vgl. New 3.43): einen Formelbund, der einen 
zugehGérigen Schnitt besitzt, und dessen rechte und linke Seite mindestens 
eine Forme] enthilt, welche die Hauptformel einer Verkniipfungs-SchluB- 
figur ist (Definition dieser Begriffe wie in Neu, 3.41 und 1.32) —, so findet 
eine Verkniipfungsreduktion wie in New 3.5 statt. 

Hierzu wird der Begriff der ,,Héhe‘ iibernommen (New 3. 43, am Ende), 
Das Schema des Reduktionsschrittes wird ohne wesentliche Anderung iiber- 
nommen; das einzige, was wir noch beachten miissen, ist, daB auf die Ver- 
kniipfungs-SchluBfiguren jetzt ,,Termeinsetzungen® folgen kénnen. Diese 
l48t man aber einfach bei dem Reduktionsschritt ungedindert stehen und fiigt 
noch alle zur ,,Ausrechnung“ der in § (n) — bzw. UA baw. B — vorkommenden 
Terme erforderlichen ,,Termeinsetzungen“ hinzu, damit bei dem ,,neuen 
Schnitt“ auch wirklich beide Schnittformeln einander gleich sind. 

Mit dieser Verkniipfungsreduktion ist wiederum der gesamte Reduktions- 
schritt beendet. 

3.36. Wir priifen die Frage, wie eine Herleitung aussieht, auf die keine 
der bisher angegebenen Reduktionen anwendbar ist. in diesem Falle be- 
zeichnen wir die Herleitung als ,,kritisch“‘ und werden dafiir ,,kritische Re- 
duktionsschritte‘‘ angeben. 

In New wurde bewiesen (3. 43), daB es keine solchen Falle mehr gabe; 
jetzt aber ist der dortige Beweis nicht voll anwendbar. Das wesentlich Neue 
ist, daB jetzt als oberste Sequenzen des Endstiicks auch 7TJ-Obersequenzen 
auftreten kénnen und daB die Endsequenz nicht leer ist. 

Nun gilt zunachst analog wie in New: Es ist unmédglich, daB die Her- 
leitung weder eine Verkniipfungs-SchluBfigur noch eine 7J-Obersequenz 
enthalt. Denn wire das der Fall, so wire allein aus mathematischen Grund- 
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sequenzen, Ohne Verwendung von Verkniipfungszeichen und Variablen, die 
Endsequenz & (0) > G (s;),..., 6 (s,) hergeleitet. Dann kénnte man in 
der ganzen Herleitung fiir & (t) jeweils t = 0 setzen; die Grundsequenzen 
anderten sich dadurch nicht, da 6 in mathematischen Grundsequenzen nicht 
vorkommt; die Endsequenz wiirde zu 


0=0—>s5, = 0, 0. 


wr 


Da nach Voraussetzung keiner der Zahlterme s gleich ,0‘ ist, ware die End- 
sequenz ,,falsch“‘, wihrend alle obersten Sequenzen ,,richtig“‘ waren, das ist 
unméglich. 

Also kénnen wir sicher sein, da8 in unserer Herleitung mindestens eine 
Verkniipfungs-SchluBfigur oder 7'J-Obersequenz vorkommt. Wir versuchen 
nun, den Beweis aus New 3.43 in der Weise zu iibernehmen, da8 wir die 
TJ-Obersequenzen den Untersequenzen von Verkniipfungs-SchluBfiguren 
gleichstellen und dabei die Hinterformel als deren ,,Hauptformel‘ bezeichnen. 
Ferner ist der Begriff der Primformel (wie in § 1 geschehen) auf Formeln 
ohne 6 zu beschriinken, die diesbeziigliche Betrachtung bleibt dann giiltig: 
Obwohl jetzt die mit einer Hauptforme] zum gleichen Bund gehérige Formel 
auch von der Form & (t) sein, also den Grad 0 besitzen kann, so ist sie doch 
keine ,,Primformel“. 


‘ 


Die ,,Termeinsetzungen“‘ machen bei der Durchlaufung keine Schwierig- 
keiten, wenn man hier, wie oben festgesetzt,  (s) als mit { (t) verbunden 
ansieht. 

Somit ist die Betrachtung von New iibernehmbar; es mu nur noch 
beriicksichtigt werden, da8 jetzt die Endsequenz nicht leer ist. Das hat zur 
Folge, da8 kein zur Verkniipfungsreduktion geeigneter Schnitt aufzutreten 
braucht, sondern da8 noch ein Fall auBerdem eintreten kann: Die Endsequenz 
enthalt eine mit einer Hauptformel zum gleichen Bund gehGrige Formel. Dies 
kann dann nur eine Hinterformel der Endsequenz sein, denn eine Haupt- 
formel & (t) ist, da sie kein Verkniipfungszeichen enthilt, notwendigerweise 
die Hinterformel einer TJ-Obersequenz, und alle mit ihr zum gleichen Bund 
gehérigen Formeln sind gleichfalls Hinterformeln (vgl. New 3. 41), sofern eben 
der Bund sich bis in die Endsequenz erstreckt, also keine ,,Schnittformeln‘ 
enthilt. (Durch dieselbe Betrachtung ergibt sich auch, daB, wenn die beiden 
Schnittformeln eines Schnittes mit dariiberstehenden Hauptformeln zum 
gleichen Bund gehéren, diese Hauptformeln zu Verkniipfungs-SchluBfiguren 
geh6ren und. nicht etwa zu TJ-Obersequenzen: Denn in letzterem Falle 
miiBten sie die Gestalt 6 (t) haben, und eine solche Formel k6nnte auf der 
rechten Seite“, wo sie ja nur als Vorderformel auftritt, iiberhaupt nicht 
Hauptformel sein.) 
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3.37. Somit hat eine ,,kritische Herleitung*‘ notwendigerweise die 
folgende Eigenschaft: 

Kine Hinterformel der Endsequenz gehért mit der Hinterformel einer 
zum Endstiick gehérigen T'J-Obersequenz zum gleichen Formelbund. 

Gibt es mehrere solche, so wihlen wir etwa die am weitesten rechts 
stehende derartige T’J-Obersequenz aus. Die Hinterformel laute & (r). Nun 
definieren wir die ,,kritischen Reduktionsschritte“: 

Man hat zuniachst eine Ordnungszahl, die kleiner als die Endzahl der 
Herleitung ist, beliebig vorzugeben. Sie werde durch den Zahlterm s* dar- 
gestelit. 

Nun ersetzen wir die genannte TJ-Obersequenz sie lautet: r > 0, 
Vzxl[(7 e<r) V 6(x)] > 6(r) durch den folgenden Herleitungsteil: 


(Mathematische Grundsequenz) 


a 
Sa * 7 -Schlubfigur 
—-—-- (Verdiinnung) 
~7~s*<-r- & (s*) & (s*) . & (s*) ' 
(> s*=n) ] E(s*)> G(s*) (\/ -SchluBfigur) 





r>0, Vz[{7z<r 


G(z)] > Gis), 6) (Verdiinnungen). 


Die neu aufgetretene Formel 6 (s*) wird durch die Herleitung nach 
unten hin ,,mitgenommen“ (d. h. in dem von dieser Sequenz zur Endsequenz 
fiihrenden Herleitungsfaden jeder einzelnen Sequenz als erste Hinterformel 
hinzugeschrieben). Dabei bleiben alle SchluBfiguren korrekt (eventuell durch 
Einfiigung von Vertauschungen), und die Endsequenz nimmt die Form an: 


& (0) > & (s*), G(s), ..., E(6,). 


Wir erhalten also wieder eine korrekte 7'J-Herleitung, und zwar mit 
einer niedrigeren Endzahl, namlich der durch den Term s* dargestellten Zah). 

Damit ist die Definition der Reduktionsschritte beendet, und sie ent- 
spricht den unter 3.1 gestellten Anforderungen. 

3.4. Es folgt die Zuordnung von ,,Werten zu den TJ-Herleitungen 
sowie der Nachweis, daB bei jedem Reduktionsschritt der Wert der Her- 
leitung verkleinert wird. 

Beides la8t sich mit geringen Anderungen aus Neu, § 4, iibernehmen. 
Die Zuordnung von Ordnungszahlen erfolgt wie in Neu 4. 2 mit den Zusitzen: 

Jede TJ-Obersequenz erhilt die Ordnungszah] 5 (d. h. w® + w® + w® + 
+ @° + w®), wahrend alle Grundsequenzen wie dort die Ordnungszahl 1 
erhalten. Eine ,,Termeinsetzung‘‘ wird wie eine Struktur-SchluBfigur be- 
wertet (also gar nicht gerechnet). 

Wir haben nun nachzupriifen, daB bei einem Reduktionsschritt der 
Wert der 7J-Herleitung kleiner wird (vgl. New 4. 3). 


Wr (7 r< r) V é (x)] oe (s*) (W-SchluBfigur) 
) 3 
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Beim ,,ersten Vorbereitungsschritt‘‘ (3.32) bleibt der Wert der Her- 
leitung ungeandert. (,.Termeinsetzungen“, Verdiinnungen und Vertau- 
schungen ,,zahlen‘* ja nicht.) 

Fiir die V J-Reduktion (3.33) gilt: In dem einfachen Falle, wo t <@ 
nicht richtig ist, betragt die Ordnungszahl der (ehemaligen) V J-Untersequenz 
nach der Reduktion 1, vorher mindestens w (ebenso im Falle, daB t gleich ,0° 
ist). Der Hauptfall erledigt sich wie in New. Die Zusitze mit -~ m < w 
bewirken zwar eine eventuell mehrmalige Addition von 1 zu der nach der 
Reduktion erhaltenen Ordnungszahl fiir die Untersequenz; aber das hindert 
nicht, daB sie kleiner bleibt als die Ordnungszahl dieser Sequenz vor der 
Reduktion. 

Der zweite Vorbereitungsschritt (3.34) erledigt sich wie in Neu. Des- 
gleichen die Verkniipfungsreduktion (3.35). Die geringen Abweichungen 
der jetzigen Fassung haben in beiden Fiillen offenbar keinen Einflu8 auf die 
Berechnung der Wertzahlen. 

Es verbleiben die kritischen Reduktionsschritte (3. 37): Bei einem solchen 
tritt einfach an die Stelle einer 7'J-Obersequenz mit der Ordnungszahl 5 ein 
Herleitungsteil, dessen unterster Sequenz die Ordnungszahl 4 zukommt. 
Somit ist auch hier die Verkleinerung des Wertes der Gesamtherleitung 
gesichert. 

3. 5. AbschluB. Nunmehr sind alle fiir das allgemeine Beweisschema (3. 1) 
erforderlichen Nachweise erbracht, es folgt also wie dort angegeben der Satz: 

Die Endzahl einer 7'J-Herleitung kann nicht gr6Ber sein als ihr ,, Wert“, 
wie er unter 3.4 definiert ist. 

Daraus ergeben sich beispielsweise, unter Beriicksichtigung des in Neu 4. 4 
(2. Absatz) angegebenen Zusammenhanges zwischen den Graden der in einer 
Herleitung vorkommenden Formeln und der Ordnungszahl, d.h. dem Wert 
der Herleitung, die folgenden Einzelergebnisse : 

Die Endzahl einer 7'J-Herleitung, in der alle Formeln héchstens den 
Grad 0 bzw. 1, allgemein: v, haben, ist stets kleiner als w” bzw. a, all- 
geMein: w,,3. 

Diese Ergebnisse lassen sich noch wesentlich verschirfen; ich hoffe 
spiter einma! naheres hieriiber ver6ffentlichen zu kénnen. 

Vor allem jedoch ergibt sich, da die Werte stets kleiner als ¢ sind, der 
Satz: 

Die transfinite Induktion bis e9, und zu héheren Ordnungszahlen, ist in 
der reinen Zahlentheorie nicht beweisbar. 

Andererseits gilt (vgl. §2 und die Einleitung): Die transfinite Induktion 
ist bis zu jeder Ordnungszahl unterhalb eo in der reinen Zahlentheorie beweisbar. 

Zu diesen Sitzen erscheinen noch einige Feststellungen erforderlich. 
Wir haben in § 2 nur die Existenz von 7 J-Herleitungen bis zu den Zahlen w, 
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bewiesen. Nun kann man aber aus einer 7'J-Herleitung leicht eine 7 J-Her- 
leitung mit einer beliebigen kleineren Endzahl herstellen, etwa indem man 
statt G (v) durchweg 6*(p) (im Sinne von 2. 2) setzt und bei der Endsequenz 
und den 7'J-Obersequenzen einige einfache Zusiitze anbringt. Somit kann 
man zu jeder beliebigen Endzahl unterhalb ¢ eine TJ-Herleitung mit gerade 
dieser Endzahl angeben. (Jede solche Zahl ist ja kleiner als ein geeignetes w,.) 





—=_ 


Eine weitere Bemerkung erfordert der Umstand, daB die Zahl e und 
héhere Ordnungszahlen in unseren Zahlenbereich ja gar nicht einbezogen ! 
waren, so daB allerdings in dem in §1 gegebenen System die transfinite 
Induktion bis ¢ nicht einmal formuliert werden kénnte. Dies ist jedoch nicht 
wesentlich, denn der ganze Beweis ist offenbar von dieser Beschrinkung des 
Zahlenbereichs véllig unabhingig. Es kénnen vielmehr in beliebigem Unm- 
fange weitere Ordnungszahlen hinzugenommen werden, sofern nur die fol- 
genden Forderungen erfiillt werden: 

Fiir die Zahlen sollen ganz bestimmte Ausdriicke (Zahlterme) zu ihrer 
eindeutigen Bezeichnung gegeben sein; und alle eingefiihrten Funktionen 
und Priadikate sollen entscheidbar definiert sein, sowie alle mathematischen 


Grundsequenzen ,,richtig‘‘ im Sinne dieser entscheidbaren Definitionen. 

Sind diese Bedingungen erfiillt, so bleibt unser Beweis offenbar voll 
anwendbar. Daraus folgt, daB durch derartige Erweiterungen des Zahlen- 
bereiches kein Anfangsfall der transfiniten Induktion, der nach unseren Ergeb- | 
nissen unbeweisbar ist, beweisbar werden kann. In diesem Sinne ist der 
Satz gemeint: 

Die transfinite Induktion bis ¢9, und bis zu héheren Ordnungszahlen, 
ist in ,,der reinen Zahlentheorie“ nicht beweisbar. 





Die genannten Anforderungen an den Zahlenbereich — die iibrigens 
nicht in vollem Umfange fiir die Giiltigkeit unseres Beweises notwendig 
sind.— entsprechen dem Rahmen der ,,reinen Zahlentheorie“. Wie weit man 
auf diese Weise, mit ,,rein zahlentheoretischen Methoden“ in die ,,IT. Zabl- 
klasse*‘ vorstoBen kann, ist schwer abzusehen. Ohne Zweifel gelangt man aber 
noch sehr weit iiber e hinaus. Jeder so erhaltene ,,Abschnitt der II. Zahl- 
klasse“ wird damit zu einem Gegenstandsbereich, der naturgemaB8 der reinen 
Zahlentheorie bzw. den dieser logisch aquivalenten Theorien (Algebra usw.) 
zugerechnet werden mu8. Man kénnte dies noch deutlicher dadurch dokumen- 
tieren, daB man die betreffenden Ordnungszahlen auf die natiirlichen Zahlen 
abbildet’); das <-Pradikat geht dann in ein mehr oder weniger kompliziertes 
Pridikat zwischen natiirlichen Zahlen iiber, usw. Dadurch wird vollends 
deutlich, daB die transfinite Induktion, fiir einen solchen Abschnitt der 


’) Dies ist z. B. fiir den Bereich der Zahlen unterhalb ¢, durchgefiihrt in Hilbert- 
Bernays, Grundlagen der Mathematik, II. Bd., § 5, 3c. 
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II. Zahlklasse, eine sachlich der reinen Zahlentheorie 2ugehérige Schlubweise 
ist. Die Tatsache, daB dieselbe bereits bis zu der Zahl e) nicht mehr aus den 
iibrigen zahlentheoretischen SchluBweisen abgeleitet werden kann, offenbart 
also von einer neuen Seite her die in anderer Hinsicht (naémlich in bezug auf 
die Unbeweisbarkeit von zahlentheoretischen Sdtzen) von Gédel®) aufgezeigte 
U nvollstdndigkext des zahlentheoretischen Formalismus. 

Man kénnte daran denken, etwa durch die Hinzunahme der transfiniten 
Induktion bis ¢9 zur reinen Zahlentheorie als einer neuen SchluBweise die 
Unvollstandigkeit zu beheben. Doch gilt dann ohne Zweifel wieder eine analoge 
Unvollstandigkeit hinsichtlich einer héheren transfiniten Induktion, usf. Es 
la8t sich vermuten, daB unser Ergebnis hier nur ein Sonderfall von allgemeinen 
Zusammenhingen ist, die zwischen formal abgegrenzten Beweismitteln, deren 
Erweiterungsméglichkeiten und immer neuen Unvollstandigkeiten einerseits 
und den transfiniten Ordnungszahlen der II. Zahlklasse, der transfiniten 
Induktion und dem konstruktiven Fortschreiten in die II. Zahlklasse hinein 
bestehen. 


8) In der in Anm. | zitierten Abhandlung. 


(Eingegangen am 9. 7. 1942.) 


Mathematische Annalen. 119. 


























Erginzung und Berichtigung zur Abhandlung 
in Band 118, S. 299. 


Von 
Wilhelm Maak in Hamburg. 


§ 1. 
Rektifizierbare Kurven beriihren sich fast nie. 
Die Poincaréforme! lautet 
(1) {NS =4L1. 
Dabei bedeutet N(R’) die Anzahl der Schnittpunkte zweier einfacher rekti- 
fizierbarer Kurven & und &’, und Z und L’ sind ihre Langen. Ich habe fiir 
diese Formel bisher zwei verschiedene Beweise gegeben!). Beidemal wurde 


unter N ausdriicklich die Anzahl der ,,Schnittpunkte“ und nicht die Anzahl NV 
der Punkte im Durchschnitt von R und &’ verstanden. Es gilt aber auch 


(2) [Nw =4LL, 


was man sofort einsieht, wenn man beriicksichtigt, da8 zwei rektifizierbare 
Kurven sich fast nie beriihren. Man kann aber unter Verwenduhg von (1) 
auch (2) leicht ohne Benutzung dieses Satzes herleiten und so also umgekehrt 
aus der Giiltigkeit von (1) und (2) folgern, daB rektifizierbare Kurven sich 
fast nie beriihren. Das will ich in dieser Note zeigen. 

Ich teile sowohl als auch &’ in m gleich lange Teile und bilde von jedem 
Teil die konvexe Hiille. Die mengentheoretische Summe der zu & gehérigen 
Hiillen einschlieBlich ihrer Rander nenne ich §™, die Summe der zu §’ ge- 
hérigen Hiillen nenne ich entsprechend §’. Dann definiere ich 


G™ — Anzahl der Komponenten von D (§™, §’). 
Mit Hilfe der Blaschkeschen Hauptformel?) erhalt man 
fam R = 20 (F™ 4+ FM) 4 YOM Yom, 


1) Uber stetige Kurven. Abh. Math. Sem. Hans. Universitat 12, S. 163; und: 
Schnittpunktanzah] rektifizierbarer und nicht rektifizierbarer Kurven. Math. Annalen 
118 (1942), S. 299. Die in der vorliegenden Note benutzten Begriffe und Satze sind 
in beiden Arbeiten erlautert. 

*) Siehe W. Blaschke, Vorlesungen iiber Integralgeometrie, 1. Heft, 2. Auflage. 
Leipzig und Berlin 1936 und die erste der unter ') zitierten Arbeiten. — Da8 konvexe 
Kurven sich fast nie beriihren, kann man zeigen, indem man die Kurven von innen und 
auBen durch Streckenziige approximiert und wie im Text die Hauptformel anwendet. 
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wobei F™ und F’™ sowie U™ und U’™ Flaicheninhalt und Umfang von 
§™ bzw. 5’ bedeuten. LaBt man m iiber alle Grenzen wachsen, so strebt 
der Ausdruck rechts gegen 4 DL’. Nun ist fiir fast jede Lage von §’ und fiir 
jedes v von einem gewissen m ab 


Min (N, vy) <= G™. 


Daraus folgert man mit Hilfe des Satzes von Lebesgue itiber gliedweises 
Integrieren 


| Min (N, v) R’ Ss 4 LL’ 
io 2) 


und somit schlieBlich fiir » — 


(NX <4LL. 
Weil aber 
4 LL’ = | NS’ ~ | NS’, 


so muB auch 


| N R’ = N R’ . 4 LL’ 


sein, W. Z. b. w. 


§ 2. 


Die Berichtigung. 
Wenn S& oder &’ oder beide Kurven nicht rektifizierbar sind, so gilt 
(3) | NS = 00. 
Erginzend wiederhole ich hierfiir den bereits an anderer Stelle?) gegebenen 
Beweis in etwas einfacherer und berichtigter Form. 
Es sei also etwa & nicht rektifizierbar und &’ geschlossen. Der Kurve & 
. . ‘ —~(d . 1 ) ° ° P 
wird ein Streckenzug SG“ mit den Strecken s‘"’ einbeschrieben. Zu jeder 
Strecke erklire ich eine Funktion von §’ 


(J) 
i 


1, wenn der Anfangspunkt von s;"’ im Innern, der Endpunkt im 
AuBern von §’ liegt oder umgekehrt, oder wenn der Anfangs- 
) . 
Ms } punkt auf §’ liegt) 
{| 0 sonst. 
Sicher gilt stets 
_ 
7 


i 


(d) 
i = 


A 
=| 


P 

3) Bei dem Beweis in Math. Annalen 118, 8.303 unten ist sowohl p” als 
auch n® nicht erklart, falls ein Endpunkt von 5 auf &’ liegt. Das fihrt zu einer 
Ungenauigkeit. Schon dort [in Forme] (10) und spaiter] muBte es N statt N heiBen. Im 
Falle rektifizierbarer Kurven bilden diese Strecken mit einem Endpunkt auf &’ eine 
Nullmenge, kénnen also tatsichlich auBer acht gelassen werden. 


11* 
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. j . 
Nun werden die Strecken s‘” auf einer Geraden g von P aus abgetragen 


und die Funktionen 2” ganz genau wie die p\’ erklart. Ist dann s eine weitere 
beliebig lange Strecke auf g mit dem Anfangspunkt P und bedeutet n die 


Schnittpunktanzahl von s mit &’, so gilt bei jedem » 
S x” = Min (a, ») 
fiir hinreichend kleine 6. Also 
lim { J xX = j Min (m, v) 8’. 


dé —>0 


Nun ist 
[La # =f ZF pH, 

‘ 
und folglich 

j NX = Min (n, v) &’ 
fiir jedes », und somit 

[Nw = Jn. 
Weil aber s beliebig lang war, ist das Integral rechts beliebig groB, also folgt (3). 
Nachtriaglich kann man die Voraussetzung, daB &’ geschlossen sein soll, 
fallen lassen. 

Damit ist die Poincaréformel in der Gestalt (2) fiir rektifizierbare und 
nicht rektifizierbare Kurveo bewiesen. Wir lesen aus ibr u. a. ab, daB zwei 
Kurven z. B. dann sicher rektifizierbar sind, wenn die Anzahl ihrer gemein- 
samen Punkte bei jeder gegenseitigen Lage beschrinkt ist. 


(Eingegangen am 30. 5. 1942.) 
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Uber die nebst ihren Ableitungen orthogonalen 
Polynomensysteme und das zugehiérige Extremum. 


Von 
Erhard Schmidt in Berlin. 


Seinem lieben Freunde Constantin Carathéodory zu seinem siebzigsten 
Geburtstag am 13. September 1943 gewidmet. 


Finleitung. 


Es bezeichnen F(z) eine im Intervall a <2 <b stetige Funktion. 
Dann wird die Frage, wie das Integral 
b 


(1) [F(aPda 


durch den Betrag des Integrals 
b 


(2) jr edz 


nach oben abgeschitzt werden kann, durch die Wirtingersche Ungleichung 
beantwortet. Dieser zufolge gilt, wenn die willkiirliche additive Konstante 
in F (x) durch die Voraussetzung 

b 





(3) [F(a)dx =0 
a 

festgelegt wird, unter der zusitzlichen Nebenbedingung 
(4) F (a) = F (6) 

b b 

| (6 — a)? , 

2 2 

(5) | F(a) dz< ix F' (z)2dz 

a a 
und ohne die zusitzliche Nebenbedingung 

b b 

= ’ 

(6) [Firds = ® << —— (? (x)2da. 

a a 


Bei Heranziehung des Maximums m und des Minimums y von F (2) gestattet 
die Ungleichung (5) sogar die Verschirfung 
b b 


(5’) | Fiera < el [Pe x)dx — (b—a) ("F4Y' 
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und die Ungleichung (6) die Verschirfung 
b 





b 

(6’) [ F(aedz < Coe” | Fat de (6 —a) ("toy 

Und zwar gilt das Gleichheitszeichen in den Ungleichungen (5) und (5’) nur fiir 
(7) F(z) = ¢ cos (2 E— 9) + h) 

und in den Ungleichungen (6) und (6’) nur fiir 

(8) F(z) = c cos (*F="), 


wobei c und / willkiirliche Konstanten bedeuten!). 

Man kann nun auch umgekehrt nach einer Abschitzung nach oben des 
Integrals (2) durch den Betrag des Integrals (1) fragen; doch ist das offenbar 
nur dann méglich, wenn der Charakter der Funktion F (xz) eingeschrankt wird. 
Die nachstliegende Einschrinkung diirfte die Annahme sein, daB F (z) ein 
Polynom von héchstens n-tem Grade ist. 

Man setze unter dieser Voraussetzung 


b 

[P’ (2)%dz 
(9) M,, (a, b)* == Max + — : 

[ F(x)? dz 

a 





Dann stellen wir uns also die Aufgabe, M,,(a, b) zu bestimmen, die Poly- 
nome zu ermitteln, fiir welche M,, (a, 5) erreicht wird, und das asymptotische 
Verhalten von M,, (a,b) bei unendlich werdendem n festzustellen. Dabei 
werden eigentiimliche Polynomensysteme zutage treten, welche zu den 
trigonometrischen Funktionen sin yz und cos» z,v =0,1,2... die Analogie 
darbieten, daB sie nebst ihren Ableitungen zueinander orthogonal sind. 

Zunichst erhilt man durch die Substitution 


b—a 





b 
(10) eS’ 4 °S%s, F(z) =f (0), 
(11) M, (a,b) = ;~—M,, 
== @ 
wobei 
(12) M, = M,(— 1,1) 
zu setzen ist. Wie wir nachweisen werden, gilt nur fiir n = 5 
_ (n+ 5 1 - 
(13) M,, = ~— —- R 9 —6< R nQ 13 2). 


 12(n+3) * (n+ 9) 

1) Eine Herleitung dieser Satze als Spezialfille eines allgemeineren Theorems 
findet sich in der Arbeit des Verf. ,,Uber die Ungleichung, welche die Integrale iiber 
die Potenz einer Funktion und iiber eine andere Potenz ihrer Ableitung verbindet.“ 
Math. Annalen Bd. 117, Heft 3, 8. 301—326 

*) Das erste Glied dieser asymptotischen Abschitzung ist vom Verf. bereits 
in einem Vortrage vor der PreuBischen Akademie der Wissenschaften (Sitzungsber. 
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Uber orthogonale Polynomensysteme. 


Auf demselben Wege li8t sich auch das Maximum des Integrals 


(14) [ e-* F'(a)2 dz 


0 


bei gegebenem Werte des Integrals 


(15) fe*P(a)%dz 
0 
bestimmen, wobei F(z) alle Polynome von héchstens n-tem Grade durch- 
lauft. Man erhélt, wenn das Maximum des Quotienten der beiden Integrale 
gleich M** gesetzt wird, fiir n = 2 
2n-+1 1 

(16) Ms =  _ ee Le ee — 8 <R< 4 
n tA x Ye R 3 3 
24 (2n+1)? * (Qn+1)¢ 
Viel trivialer ist die Bestimmung des Maximums des Integrals 


+ co 


(17) |e? F(apdz 


bei gegebenem Werte des Integrals 


+ 


(18) { e* F(x)? de. 


—cx 


Man erhiilt, wenn das Maximum des Quotienten der beiden Integrale gleich M*** 


gesetzt wird, 
(19) M** = Y2n. 


§ 1. 


Die Existenz der einschlieBlich ihrer Ableitungen orthogonalen 
Polynomensysteme. 


Es bezeichne P,,(t) das n-te Legendresche Polynom, 


(1 P,(t) = 1, P,(t) = a ¢ (¢2—1)* n=1,2 
) 0 = ’ n )= o*n! a ’ = 9 Ho 2 2 oe 
Dann ist bekanntlich 
i (2) P,(1) =1, P,(—1) = (—)), n=0,1,2..., 
+1 0 (m + n) m=(0,1,2... 
, (@) | P(t) P,, (dt = t 
a loead (m = 2) n=0,1,2... 


d. PreuB. Akad. d. Wiss., Math.-Phys. Klasse, Jahrg. 1932, S. 287) angegeben und 
auf demselben Wege wie hier hergeleitet worden. Zitierten Ortes steht k an Stelle 
von m und M, an Stelle von M,, (a,b)?, wihrend im Nenner der Faktor 2*® durch 
einen Druckfehler ausgelassen ist. 


12° 
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Setzt man, um zu normieren, 


(4) palt) = Y="F* Palo, n= 0,1,2 
2 
so wird 
+1 
2 A (m += 7) 
(5) n(t) Pm(t) = 3 : 
J : ; 11) (m n) 


Ferner sind bei gerademn P,(t) und p,(t) gerade und bei ungeradem » un. 
gerade. 

Es sei nun f(t) ein willkiirliches gerades Polynom von nicht héherem 
als 2k-tem Grade. Dann kann man f(t) durch die geraden Legendreschen 
Polynome linear darstellen. Man hat also 


k k 
(6) f(@) = Z,a,po,(t), f= 2,a,ps,(h), 
0 1 
+1 k 
(7) [ {(j2dt = a5 + 2,22, 
= 1 
+1 k 
(8) f ford = 5,0, 0%, 
= ."" 
wobei 
+1 
(9) a,, = | Par(t) Pe, (t) dt 
=i 
zu setzen ist. Nun ist (8) in den Variablen «,, a,...«, eine quadratische 


positiv-definite Form. Verschwindet sie nimlich, so muB /'(t) identisch ver- 
schwinden und mithin f (¢) konstant sein. Multipliziert man daher die erste 
Gleichung (6) mit p,,(t) und integriert von — 1 bis +1, so erhalt man, da 
fir « ]}1 pe, (t) zu.po(t) und mithin zu jeder Konstanten orthogonal ist, 


(10) a, = 0, ow ili2...b w.s.b.w. 


(11) = c= Ps be » A, > 9, 
1 1 ky 
wird. Man erhalt dann wegen po(t) = 7 
k k 
(12) f(t) = a Polt) + as a, Pe, (t) = 3 + pm X, Je, » (t), 


wobei die Polynome g, , (t), 9, o(t) - - . q.,(¢) aus den Legendreschen Polynomen 
Pelt), palt).--. Pe, (t) durch dieselbe orthogonale Transformation hervor- 
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gehen wie die a), a... @, aus den o,,a2...a,. Die Polynome Gy. » (t) 
y = 1,2... sind daher gerade, von héchstens 2 k-ten Grade und simtlich 


zur Konstanten orthogonal. Ferner wird 





r 
(13) f(t) ° ~ a, 9. (t) 
und wegen (7), (8), (11) 
+1 k 
(14) | f(t)2 dt ae + 2,a', 
4 " 
+1 
| » \7 ay 
(15 f'(t)2?dt = D nm: 
d “Tv SEs 
1 
i 
Aus (12) und (14) folgt, wenn go(t) = po(t) = =o gesetzt wird, 
; +1 
(16 } go(t)? dt = 1, j Jo (t) g, ,(t) dt = 0, y9m1,2...&, 
-1 
’ | 0 (v = pw) 
(16 | gy, <t)9,,()dt= : =1,2 k, w=1,2 k 
oo " \1 (v =p) ' 
Ebenso folgt aus (13) und (15) 
+ (° (v = 4) 
(17) ' g(t) 9h» (t) dt 1 9 y9=1,2...k, pwl,2...k. 
" | is 


Wir haben damit bewiesen, daB es zu jedem k > 1 ein System von k + 1 
geraden Polynomen von héchstens 2 k-tem Grade gog, ,...g, 4 gibt, welche 
den Orthogonalititsrelationen (16), (16’), (17) geniigen; das Polynom gp ist 


: 1 
dabei die Konstante — 
\ 


co 


Genau auf die gleiche Weise beweist man, daB es zu jedem k > 1 ein 
System von k ungeraden Polynomen von hiéchstens (2k — 1)-tem Grade 


h, :(t), hy g(t)... dy, (t) gibt, welche den Orthogonalitatsrelationen 
18 th h. (t)dt [9 wre > k 1.2 k 
(15) JOA, , (bat = r ypo1,2... z=1,2 > 
} k, k, ll w=p) p 
+1 v = pM) 
(19) Ay, (t) Ay, (t) dt ve 1 ——" yv=1,2...k,u¢=1,2...k 
“1 a 
o%, 


geniigen. 
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Die Bestimmung der Polynome des Orthogonalsystems und der zugehérigen 
Eigenwerte aus der Differentialgleichung. 


1) Es bezeichne 4 (t) ein willkiirliches gerades Polynom von héchstens 
2 k-tem Grade. Dann laB8t sich 6 (t) in der Form 


k 

(1) 6 (t) = Co Gol(t) + 2c, gp, »(t) 

darstellen, wobei die ¢y,¢,,¢,...¢c, Konstanten bedeuten. Man erhilt 
k 

(2) 6’(t) = 2,6, g;, y(t). 


Aus den Orthogonalititsrelationen §1 (16), (16’) (17) folgt jetzt fir 


@=1,2...h 
+1 +1 ‘ 
(3) J Gr, o(t) d(t) dt = ¢,, f 95, o(t) 8 (t) = i, 
und mithin 
+1 +1 
(4) Ho) g(t) 8 (dt — J g .) d(H dt =0. 
b a 


Es bezeichne nun Yr, (8) dasjenige ungerade Polynom, welches durch Inte. 
gration von g, ,(t) hervorgeht, d.h. also es gelte 


(5) Ve,o(t) = Ge,o(t)s Ye,9(0) = 0. 
Da J, o(t) zur Konstanten orthogonal ist, so folgt 


+1 


Y2,0(1) — %e(—) = fm, o(t) dt = 0. 
-1 
Da y, ,(t) ungerade ist, so hat man andererseits 


Yz,0(l) + Y2,¢(—1) = 0. 


. 


Hieraus folgt 
(6) Yk, e(— 1) Yx,9(+ 1) = 0. 
Mithin ergibt die partielle Integration 
+1 +1 
(7) J one(t 6(t) dt — J ro 6’ (t) dt. 
Durch Einfiihrung dieser Gleichung in (4) erhilt man wegen 
Gi, o(t) = Vi o(t): 


+1 
Jomo + AE» vi’ o(t)} 8 (t) dt = 0. 
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Da 6 (t) ein willkirliches gerades Polynom von héchstens 2 k-tem Grade ist, 
so gilt diese Gleichung, wenn fiir 6’(¢) ein willkiirliches ungerades Polynom 
von héchstens (2 / — 1)-tem Grade eingesetzt wird. Das ungerade Polynom 
ron héchstens (2k + 1)-tem Grade 


(9) Yn,0(t) + Ao Yr,0(t) 


ist also zu allen ungeraden Polynomen von héchstens (2 k — 1)-tem Grade 
orthogonal. Da es als ungerades Polynom auch zu allen geraden Polynomen 
orthogonal ist, so ist das Polynom (9) ein Polynom von héchstens (2 k + 1)-tem 
Grade, welches zu allen Polynomen bis zum 2 k-ten Grade orthogonal ist 
und mithin bis auf einen konstanten Faktor gleich dem (2k + 1)-ten Le- 
gendreschen Polynom. Man hat also 


(10) Ye,o(t) + Heo vs,e(t) = CPexsi(t), 


wobei die Konstante C noch zu bestimmen ist. Eine Lésung dieser Differential- 
gleichung bildet offenbar das Polynom, welches durch die Formel 


(12) Yr,(t) = C 2, (—1)’ A 2) | (t) 


dargestellt wird, wobei P{},,(t) die m-te Ableitung von P,,.,;(¢) bezeichnet 
und P{), ,() = Pox.1(t) mu setzen ist. Da die Glieder der Summe fir 
y >k-+1 identisch verschwinden, so kann die Summe auch in der Form 


k 
(12) Yr,e(t) = CX, (—1) ay, PP) 


geschrieben werden. Dieses Polynom ist das einzige, welches der Gleichung (10) 
geniigt. Denn giibe es zwei solche Polynome, so miiBte ihre Differenz der 
Gleichung (10) bei verschwindender rechter Seite geniigen, was unmdglich ist, 
da der erste Summand auf der linken Seite von héherem Grade ist als der 
zweite. Daraus folgt zunaéchst, daB zu einem Wert von Ax, 0 bis auf einen 
konstanten Faktor nur ein einziges Polynom y,, und mithin auch nur ein 
einziges Polynom g, , gehéren kann, wobei der Grad von y, , genau 2k+1 
ist und mithin der Grad von Jr, 9 Benau 2k. Der konstante Faktor wird dann 
durch die Gleichung 


od] 
(13) fo, .(?4t = 1 
=a 


festgelegt. Da nun die Polynome g, , und 9, , fiir » + mu zueinander ortho- 
gonal und mithin verschieden sind; so ergibt sich auch A, , + 4, ,,. Die Eigen- 
werte x 1 Be raed , sind also alle verschieden. Aus (6) und (12) folgt 
ferner 


k 
(14) 2,(— 1)” P¥p2s(1) ae, = 9, o =1,2...k. 
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Die Gleichung k-ten Grades in & 


(15) E,(-1y PHP (1) & = 0 

hat mithin die k voneinander verschiedenen positiven Wurzeln 
(16) a1» A,2 ++ Abe 

Wir ordnen jetzt die Eigenwerte der GréBe nach, so daB 
(16’) 0 < Any <Ages' + < Ane 


wird. Dann folgt aus (12) 


+ 

(17) Ye,o(t) = CX, (—1) at, Poesy 
; : y 

wobei C durch die Normierung (13) bestimmt ist, und 

(18) Ba» 4s: Fe 


als die k voneinander verschiedenen positiven Wurzeln der Gleichung (15) 
gegeben sind. 


2) Ehe wir das asymptotische Verhalten dieser Eigenwerte bei unendlich 
werdendem k feststellen, wenden wir uns der Bestimmung der k ungeraden 
Polynome von héchstens (2k — 1)-tem Grade h, ;,h,....h,, zu, welche 
den Orthogonalititsrelationen § 1 (18), (19) geniigen. 


Zunichst erhilt man ganz wie oben die Gleichungen 


+1 +1 
(19) oo j hy, ,(t) 0 (t) dt = J h, o(t) d(t) dt, 


-1 


wobei 6 (¢) ein willkiirliches ungerades Polynom von héchstens (2 k — 1)-tem 
Grade bedeutet. Es bezeichne 7, ,(t) das durch die Gleichungen 


(20) Zr,e(t) = My olt), %,e(— 1) = 0 


definierte Polynom. Dann ist 7, ,(t) von héchstens 2k-tem Grade. Ferner 
ist y, ,(t) ein gerades Polynom, und man hat daher 


(21) Zn,o()) Ie,¢(- 1) = 0. 
Aus den letzten Gleichungen folgt ganz wie oben die Differentialgleichung 
(22) Xe, o(t) + Se, x" (t) = CP2,(t). 


Als einziges dieser Differentialgleichung geniigendes Polynom erhailt man 


k 
(23) Xr,e(t) = C2, 1)’ of", PEt). 
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Die Polynome 7, , besitzen also alle genau den Grad 2k und mithin die 
Polynome hy o genau den Grad 2k — 1, wihrend der konstante Faktor C 
durch die Gleichung 

+1 


(24) [ hy, (0) dt =1 
a 


festgelegt wird. Ferner folgt ganz wie oben, daB die o, ° alle voneinander 
verschieden sind und bestimmt werden durch die aus (23) und (21) folgende 


Gleichung 
k 

(25) 2, (—1) PEP) oy, = 0. 
0 ’ 


Wir ordnen jetzt die Eigenwerte der GréBe nach, so daB 
(26) O < O41 < Op SOR, 


wird. Dann folgt aus (23) und (25) 


k 
(27) hy ot) =C2,(—1W' oy PHP), =  =@ =1,2..-k, 


0 


wobei C durch die Normierung (24) bestimmt ist, und 


» 


2 2 
9 = - 
(23) Op1> %2--+ She 


als die k voneinander verschiedenen positiven Wurzeln der Gleichung k-ten 


Grades 
k 4 

(29) 2, (—1)" PE) & =0 
0 


gegeben sind. 


§ 3. 
Das asymptotische Verhalten der Eigenwerte. 
1) Wir wenden uns jetzt der Diskussion der Gleichung 
t 
[2] 


(1) 2, (—1)’ Pe”(1) &” = 0 


0 
zu, welche je nachdem, ob / ungerade oder gerade ist, die Gleichungen §2 (15) 
und (29) darstellt. 

Man hat wegen §1 (1) 


1 
11 atm 


(2) P\™ (1) = 


((¢ —1)'(¢ + 1)'), -3. 
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Fiihrt man hier die Differentiation nach der Leibnizschen Formel durch, so 
bleibt an der Stelle ¢ 1 nur ein Glied dieser Formel von Null verschieden, 


und man erhalt P((1) P,(1) l und fiir m => 1 


1 


3 Py”) 
*) re) 21! 


(“F™)i0@—1)... d—m412", 


P\™ (1) =— Hl, t+ (u—d))U+4—U—?d), 
- 


(4) PM (1) = G+)" 0 m>0 
' mt _ lies 
wobei #,, = 1 und firm21 


(5) ‘. I, (: (*=3)) 


ist. Man hat also 


(6) P, 6 =1, 0.,=9 (m2>I1+)), 
(7) 0< 9, « <l (mel), 
(8) Pi mst SP, m> 
und bei festem m 
(9) Lim @; » = 1. 
i—> co 
Man setze jetzt 
dis 4 
(10) é ED & = 7. 


Dann erhilt die Gleichung (1) bei Einfiihrung von (4) die Gestalt 
wobei das Polynom g,(y) durch die Gleichung 
l 


z 


=y 7 4) 7 ¢—1) 
> See a 5 ele 


_ ¥ (2y)! 


(12) Qi(n) = 


definiert ist. Aus (6), (7), (9) folgt 


(13) lim 9,(y) = cosy, 
l—>« 


wobei die Konvergenz in jedem beschrinkten Bereich der »-Ebene gleich- 


maBig ist. Insbesondere ist daher auch die Konvergenz im Kreise 


(14) |n| Sex 
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gleichmiBig, wobei s eine ganze positive Zahl bedeutet. Da cos 7 auf der 
Peripherie dieses Kreises nicht verschwindet und im Innern nur die Nullstellen 


20—1 
o—sz, e=1,2...8 





(15) + 5 
aufweist, so folgt aus einem bekannten Satz der Funktionentheorie, daB im 
Bereich |7| S82 die Anzahl der Nullstellen von y,(y) bei geniigend groBem 1 
ebenfalls 2s ist, und daB diese Nullstellen mit unendlich werdendem | gegen 
die Nullstellen (15) der Grenzfunktion cos 7 konvergieren. Dabei sind, wie 
aus den Feststellungen im vorigen Paragraphen hervorgeht, die Nullstellen 
von @;(m) alle reell und voneinander verschieden, ferner natiirlich paarweise 
von entgegengesetztem Vorzeichen. Bezeichnet man also die positiven Wurzeln 
der Gleichung (11) der aufsteigenden GréBe nach geordnet mit 


(16) mis Me2°°° OS 71 
[2] 
so hat man 
' 2e—1 
(17) lim m9 = ¢— — 2. 
l—> oo . ” 


Wie aus einer genaueren Diskussion in den §7, 8 hervorgeht, gilt 
‘ 2e0—1 f (20 —1)8*a*— 3 

18 ” = es A _— = en 2 ; 

i aN Lilie. 20+ 4° 





+ OG) 


Insbesondere hat man fiir 9 = 1, 1 => 6 gemaB § 3 (40), (41) 


nm ni — 3 R ) ‘ 
¢ = —{] —-—____ + —___|,_ — § << 13. 
(19) "1,1 5 i2+4) c+ I< R< 
Wegen §2 (15), (16) und der Gleichung (10) des laufenden Par phen 


ergibt sich aus (18) fir] = 2k+1 


(2o—l1)2a (Yo — 1)? x*—3 1 

9 «= Pe eed cee 

(20) dno = ea, {1 TEs, 0/ )} 
und fiir k => 3 


= 
(21) hi - n nm 3 R 


os ene TD <> aoe ——-|, —6< R < 13. 
(2k + 3) 12(2k+ 3)° a+ ay Pace 


Ebenso ergibt sich gemaéB § 3 (28), (29) fir 1 = 2k 





(22) nso Se— Det _ (2@—1)*2*—3 (say) 


~ ety 12@k+E 


und insbesondere fiir k => 3 


(2k + $)* 








n nxt— 3 R 


(23) O41 = '— wert) G+ yD 


|, —6< R<13. 
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2) Zum SchluB sollen hier noch die fiir allek => 1 geltenden Ungleichungen U 
1 1 1 1 
y => + 1, >5,-+1 
(24) AP,” Oy Of41,1 ” aby ” ( 


bewiesen werden, aus welchen natiirlich auch die Ungleichungen 


] 
1 1 
9 9 
+t? wo Oa 4 
Ap ea1 Aba 


’ 1 1 
(24) 3 ~ o@ 
Of 41,1 o%.1 


folgen. Wie aus §1 (14), (15) hervorgeht, ist namlich 


+1 
§ frat 
= Max —* 


(25) : , 
§ f@? at 
—1 


1 
d 
af | 


wobei / (¢) alle geraden Polynome von héchstens 2 k-tem Grade durchlauft. 

Ebenso ist 

+1 

} f@P dt 
= 

Max ——— 


5} f@*de 
1 


(26) ; 


1 
3 
%,1 
wobei f (t) alle ungeraden Polynome von héchstens 2k — 1-tem Grade durch- 
liuft. Es bezeichne nun wie im vorigen Paragraphen g, ,(t) das zum Eigen- 
werte 4, , gehérige Polynom. Dann ist g, ,(¢) von (2 k)-tem Grade und es ist 

+1 +1 


eel 1 
(27) J} mi@?dt=1, | gy @2dt= 5 
” 1 1 “k,1 


Es bezeichne ferner y, ,(t) das durch die Gleichungen 
(28) Vx.1(t) J, 1 (t), Vx. 1 (0) 0 


definierte ungerade Polynom vom Grade 2 k + 1. Dann hat man also zunichst 


wie § 2 (6) 


(29) ¥2,1(1) = %,(— 1) = 0 
und ferner gemaB § 2 (10) 
(30) Yar(t) + Aga vert) = Cy Porsi ld). 


Man setze jetzt 
(31) a Ye.1(b) y (t). 

k,l 

Dann folgt aus den letzten Gleichungen 

(32) y(t) + May’ O = Persil) 
(33) y(1) = y(—1) = y (0) =0 
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und aus (27), (28) 


+1 +1 
(34) [ "(2 dt = TF | y’ (t)* dt. 
a ’ at 


Da jetzt ¢ y'(t) +- y(t) ein ungerades Polynom von (2k + 1)-tem Grade ist. 
so ist gemaiB (26) 


+1 
1 Sf (ty ® + y@y2dt 
(35) —-_o— 
OF 41,1 
f ‘ova + y(h)* dt 
a 
Nun hat man 
92 , a , . d 
(36) (ty' (®) + 7 (0)? = #@y'(? 4 qi (ty (6?) 
und mithin wegen (33) 
+1 +1 
(37) [ty ® +yOpdt = fey (de. 
ms -1 


Ferner ist 


(ty) + y(O)'? = (ty) + 2y' OP = By” (2 + 2 F(t y’ (t)) + 2 y' (#2, 


+1 +1 


+1 
(38) {ero + y(t))'2dt = fey” wde + 2 (y’ (1)? + y’(— 1%) + 2fy'(n2de 
1 ~1 rs | 
+1 +1 


= fey’ (rdt + 2) y' (edt + 4y'(12 
ot -1 
Mithin gilt 


+1 


(39) Jor (t) + (t))'2dt 2 fey ‘(edt + 2) y'( ede. 
=i 
Da im Integrationsgebiet #2 < 1 bleibt, so ist 
+1 +1 +1 
(40) 2 fy’ (pede > > Jy’ (t)? dt +4 | ey’ dt. 
fs, | - -1 


Mithin folgt aus (39) 


+1 +1 +1 
(41) Jer (t) + (y(t))'2 dt > fe y(t)? dt +f yo dt + fey woe dt. 
-1 -1 -1 


Die Einfiihrung dieser Ungleichung und der Gleichung (37) in (35) ergibt 
+1 +1 
J ey epdt+ § y(@rde 
= “1 

+1 +1. 
f y(t)? dt 
“1 


: 











(42) = > 


a 
f41,1 
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Jetzt ist wegen (32) 
q g A 4 ‘3 y” (t) . 1 9, 4% 9 ” 
(43) y(t)? (Peer) —r ®) =f Pens Oly") -—#@ yy" }. 
Ak, 1 Ak, 1 
Bei Einfiihrung der Identitat 


” d 9 , 9 9 .,' /48\2 € 
(44) By) y"(t)} =r (ly Oy’ — ty) — &y' (t* + yo? 
erhalt man 

Be pee ' d , - 
(45) ty" (t)? hi {2 y (t)? — y(t)? qa Cry (t) — ty (t)?) 4 


Pops iby’). 
Daher wird bei Beriicksichtigung von (33) 


+1 +1 +1 +1 
. r ” 6 ‘1 4 S¢ane 9 ”t 
(46) \@y (t)? dt = i? {fer (t)2 dt — [ ye dt + [ Ps. .1(t) @ y (t) dt}. 
k,1 J J 
=} -1 -1 1 

Nun ist wegen (32) 

(47) y(t) = Porsilt) — 4 y'" ), 

und da y’’(t) vom Grade 2k — 1 und mithin orthogonal zu P,,,,(t) ist, 
+1 +1 +1 

(48) | y(t)? dt 1 Pass i(t)? dt + Af, {yy dt. 
=? -1 =i 


Also hat man wegen (34) 


+1 +1 +1 
(49) ly wat = | Poxsrlt?at + af yr dt. 
of -1 =! 
Die Einfiihrung von (49) in (46) ergibt 
+1 +1 
(50) | v2 y”’ (t)? dt 4 [we dt 
“a aa 
+1 +1 +1 
1 f - 
- {\e y’ (t)? dt — | P.,.,, (t)? dt + | PaaOey (t)dt}. 
Ar, 1 : 
’ an ot ont 
Nun ist wegen (32) 
(51) ty" (t) = @P3,,,(t) — Ae ty, 
und da 
(52) ?2Po.i,(t) = (2k +1) 2k Poi +r) 


ist, wobei der Grad des Polynoms r (t) héchstens 2k — 1 ist, so hat man 


(53) ty" (t) = 2k(2k +1) Parsi +r — 4%, ey. 
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Da die beiden letzten Summanden héchstens den Grad 2 k — 1 besitzen und 


mithin zu P,,,,(t) orthogonal sind, so folgt aus der letzten Gleichung 
fe +1 


+1 
(54) | Peri @y" (dt = 2k (2k 4 1) { Pox yr (t)2dt. 
-j =} 
Die Einfiihrung in (50) ergibt 
+1 +1 +1 
f 1 
(55) By” (t)?dt-+ [reat = [ ey’ (eae + 
5 4 m8 2 
+1 
2k(2k —if 
+ 2hb+ 1 py, conar, 
Ae Ad 
-1 
+1 +1 +k 
(56) [ y" (t)2dt + | vweae > - [ ey (t)?dt. 
“k,1 ¢ 
-1 -1 ‘” =1 


Durch die Einfiihrung dieses Resultats in (42) erhalt man die zu beweisende 
zweite Ungleichung (24). 

Die erste Ungleichung (24) wird genau durch dasselbe Verfahren be- 
wiesen. Es bezeichne nimlich wie im vorigen Paragraphen h,,,(¢) das zum 


cy 
Eigenwerte a; , gehérige Polynom. Dann ist h, ,(t) von (2k — 1)-tem Grade, 
und es gilt 
+1 +1 

- & 1 
(57) | hy, scoeae = |, hi, (ede “S 

%,1 

-1 -1 
Es bezeichne ferner 7, ,(¢) das durch die Gleichungen 
(58) Yet) =e lt), %.1(—1) = 0 
definierte gerade Polynom vom Grade 2k. Dann hat man also zunichst 
wie § 2 (21), (22) 
(59) %n,il+ l) = Zx,1' l) = 0, 
(60) Zn, r(t) + Of, 1 %e,1(t) = Cy Poll). 
Man setze jetzt 
(61) > xp,1(t) = 7 (t)- 
Chi 
Da t y'(t) + x (t) ein gerades Polynom vom Grade 2k ist, so ist gemaB (25) 
+1 
1 tx’ O®+ 70)'%dt 
a 
(62) a a cea: , 
Ab 1 j Sy’ dy de 9 
(ty’ +7) dt 
. = 


und jetzt verlauft der Beweis fiir die erste Ungleichung (24) genau so wie der 


oben gefiihrte Beweis fiir die zweite. 











E. Schmidt. 


§ 4. 
Die Bestimmung des gesuchten Maximums, 
Es sei n gerade, also 
(1) eo = 26. 


Dann l48t sich das willkiirliche Polynom /(t) von héchstens n-tem Grade 
in der Gestalt 


k k 
(2) f (é) = Xp Jo (t) t 2, %, Je,» (t) + ~ Byhy, ,(t) 


darstellen, wobei die g, ,(¢) und h, ,(t) wie oben diejenigen Polynome be. 
zeichnen, welche den Orthogonalitatsrelationen § 1 (16), (17), (18), (19) ge- 
niigen und die «, und 8, Konstanten bedeuten. Da ferner im Intervall zwischen 
- 1 und + 1 jede ungerade Funktion zu jeder Geraden orthogonal ist, so 
hat man 








a ye 
frorae +>) > 
3 -1 _ ra, da: 
(3) +1 = k Ek 5 
9 ; = s 
frre af + Sa? + D8? 
“a 1 1 
Da nun fiir »y > 2 
(4) 1 > 1 1 ~ 1 
ea 2s a 
Ae A 31 Gs 


ist und gem&6 der ersten Ungleichung (24) des vorigen Paragraphen 
» 1 1 
(5) ae 


ist, so erhalt man 


(6) M, aad i. . ’ 
k1 


wobei M? wie in der Einleitung das gesuchte Maximum des Integralquotienten 
auf der linken Seite von (3) bezeichnet. Dabei wird dieser Maximalwert bis 
auf den trivialen konstanten Faktcr nur von dem Polynom 


(7) f(t) = gx. (8) 


erreicht. Die Einfiihrung von § 3 (21) ergibt wegen 2k = n fiir n = 6 also 
k2=3 
_ (s+ 5) 1 
12(n+ 5)? (+ 5) 


Ist aber n ungerade, also 
(9) =2k—-1, 


—6< R < 13. 














(11) 


Hier 
(12) 
Dabe 
Fakt 
(13) 
errei 


wege 
n= 


aller 
leitu 
und 


Die 
mit | 


Ind 


zuni 


(3) 
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so 14Bt sich das willkirliche Polynom f(t) von héchstens n-tem Grade in der 
Gestalt 








k-1 k 
(10) f(t) = ago(t) + 2, &y Je-1,¥ (t) + J, By he, » (t) 
1 
darstellen, und man erhalt 
+1 si 8 tk ogt 
ay By 
[roe Dated, 
(11) —=—_—— = , Le. 





+1 E-1 ‘ 

j peorde =k + ST 2 YS BP 

4 — | 
Hieraus folgt wie oben bei Beriicksichtigung der zweiten Ungleichung § 3 (24) 
(12) MN, =. 

o%1 

Dabei wird dieser Maximalwert bis auf den trivialen willkiirlichen konstanten 
Faktor nur von dem Polynom 
(13) ft) =k 
erreicht. Fiihrt man in (12) fiir o, , die Formel §3 (23) ein, so ergibt sich 


wegen 7 2k — 1 ebenfalls die Gleichung (8), die somit fiir alle Werte von 
n = 5 bewiesen ist. 


Damit ist die in der Einleitung aufgestellte Gleichung (13) bewiesen, wobei 
allerdings die eingehendere Diskussion der Eigenwertsgleichung zur Her- 
leitung der genauen asymptotischen Formeln § 3 (18), (19) noch aussteht 
und in den §7,8 nachgeholt werden wird. 


§ 5. 
Die Existenz und Bestimmung der Systeme von Polynomen, welche auf der 


mit e~* belegten positiven Halbgeraden nebst ihren Ableitungen zueinander 
orthogonal sind. 


1) Es bezeichne L,,(t) das n-te Lacurerresche Polynom 


L fs _ & da tm *s=1,2 
(1) 9 (t) = a n(t) —= nl a t a — ’ eee 
Dann ist bekanntlich 

ri 0 (a +m), n =0,1,2,... 
2 (0) = 1, Ge ‘t= 
) a=) Je La(t)Ln(t) at |\l (~=m), m=0,1,2,... 


Indem man nun das willkiirliche Polynom von héchstens n-tem Grade / (t) 
zunichst in der Gestalt 


(3) f(t) =a + 2,2, L,(t) 


Mathematische Annalen. 119. 13 
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darstellt, gelangt man genau wie im § 1 zur Feststellung der Existenz eines 
Systems von n Polynomen von héchstens n-tem Grade G,, ; (t),@,, o(t) ... 


.G,,(t), welche den Orthogonalititsgleichungen 


(4) Got) =1, JetG,G, ,) = 0, y=1,2...4, 
0 
QO (y+ pn), y9=1,2...4, 
(5) fe*@,, ,( (t) G,, ,, (t) dt | 
5 lL (y=), p=1,2...8, 
oo ; hy (vy = p) 0 9=1,2...8 
6 r Gg. t )dt . ? Ta,» > ? 
i J¢ ns rll) Gn, lt) |= © y=m) " p=1,2...0 
Tn,» 
geniigen. 


2) Um diese Polynome zu bestimmen, leitet man genau so, wie die Glei- 


chungen § 2 (4) bewiesen wurden, die entsprechenden Gleichungen 


(7) th fetG,, ,(t)8'(t) dt fe'G,, ,(t) d(t) dt 
0 0 

her, wobei 6 (¢) ein willkiirliches Polynom bedeutet, dessen Grad n nicht 

iibersteigt. 


Man definiere nun das Polynom J’ 


- o (t) durch die Gleichung 


§ a v mm 
(8) I’, o(t) z, 2, Ao lt) 
Dann ist 
(9) Te) — Tot) = Gol) , 
und mithin 
-—ty \\/ -~tsyY 

(10) (eT, ot)’ = €°G, 4 (0). 
Aus der letzten Gleichung folgt 
(11) Je'G, ,(t) dt To (9) 

6 
und wegen (4) 
(12 I’. .(0 0 
Aus (9) folgt 
13 Git) = ry’) — I; .(t 
Wegen (10) und (12) ist 

}e'G, ,(t) d(t) dt -~je"l,, ,(t) &'@ dt, 








Da 
Diff 


(16) 


wob 


ren’ 
(17) 
Da 


Ein 


wel 


(19 


dal 
(20 


zu 
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und die Einfiihrung der beiden letzten Gleichungen in (7) ergibt 


(15) 


nr, 8 


et, ot) + tro Tn, ot) — Ti, (t))} 0 (t) dt = 0. 


Da 6'(t) ein willkiirliches Polynom (nm — 1)-ten Grades ist, so hat man die 
Differentialgleichung 

(16) r,, p(t) 4 Th, oT not) — I, o(t)) = CL, (t), 

wobei die Konstante C noch zu bestimmen ist. Man definiere nun die Diffe- 
rentialoperatoren DF (x), D* F (x), 4F (x) durch die Gleichungen 

(17) DF (2) F’ (x), D* F (xz) = F'(x) —F (2), 4F (xz) =F" (x) — F’ (2). 
Dann ist zunichst 

(18 AF (x) = DD* F (2) = D* DF (2). 

Eine Lésung der Differentialgleichung (16) bildet offenbar das Polynom, 


welches durch die Forme] 


* n 
p 7 ’ vy_2y : _ v2» ry 
(19 I. (6) = ¢ 2, | 1)" ", aL, (t) = ¢ 2, (- 1)’ t,") 4° Ln (t) 


dargestellt wird, wobei natiirlich 
(20 4° F (x) = F (2) 


zu setzen Ist. 


Wegen (18) und der Vertauschbarkeit der Symbole D und D* ist 


2] AF (z) D’ D** F (2). 
Da ferner 

(22) D* F(z) = e& ¢. (e~* F (z)) 
22 (2 dz 


ist und mithin 
, d’ 
(23) D*" F(x) = e* — (e~* F(z), 
dx" 
so hat man 


» da’ 
(24) A’ F(x) = (e 
d 


zx 








A (e-*F (2))). 


dz’ 
Daher ergibt sich bei Einfiihrung von (1) 


1 v a"** 
AL, (t) = = : (e - (ent t")), 
mi de’ \ dt’ 


to 
or 


Die Gleichung (19) laBt sich daher auch schreiben 


(26 
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Dieses Polynom ist das einzige, welches der Gleichung (16) geniigt. Denn giibe 
es zwei, so miiRte ihre Differenz die Gleichung bei verschwindender rechter 
Seite befriedigen, was unméglich ist, da der erste Summand auf der linken 
Seite von héherem Grade ist als der zweite. Daraus folgt zunachst, da8 zu 
einem Werte von 1, , nur ein einziges Polynom J’, , und mithin auch nur 
ein einziges Polynom G, e Beh jren kann, wobei der Grad von J" | und mithin 


%@ 
auch von G@, , genau n “sat. Der konstante Faktor C wird dann durch die 


Gleichung 


a 


(27) Jet, (onde =] 
festgelegt. Da nun die Polynome G, , und G, , fiir » + « zueinander ortho. 
gonal und mithin wens sind, so > ergibt sich auch t, , + 1, ,- Die Eigen. 
werte er T,,.2-+- T,., Sind also alle verschieden. Aus (12) und (26) ) folgt 
endlich, daB die G leichung n-ten Grades in é 

iy "slid 
28 = — (et "=0 
(28) 2 (WE (eZ Sem) oe 


n voneinander verschiedene positive Wurzeln besitzt, welche die n Eigenwerte 
2 2 2 ' 
Tr.1> T.2--+ T,,_ darstellen. 

Diese mégen der GréBe nach geordnet werden, so daB 


(29) 0<t11< %2< Tr. 


wird. Aus (26) und (9) erhalt man jetzt fiir die gesuchten Funktionen GC, 
die Formel 


n 
C Vy’ P @y a’ q®try+l ° ‘ 
os Gases (— I tae ap (¢ sexevat (1M) 


wobei der Faktor C-durch die Normierung (13) bestimmt wird. 

3) Um die Koeffizienten der Gleichung (28) auszurechnen, fiihre man die 
(n + v)-fache innere Differentiation nach der Leibnizschen Formel aus. 
Beriicksichtigt man, daB bei der nachfolgenden auBeren y-fachen Differentiation 
nur das ¢” enthaltende Glied an der Stelle ¢ = 0 einen nicht verschwindenden 
Beitrag liefert, so ergibt, sich 


d’ "lig n+y n-+y 
31) — (e (ett = n! = n!( ) 
(s) dt’ "tai . ) pon 2¥ 
n! : 1 \2 1\2 n! 
= wil ((" +3) -(u-3))= (2 »)! (+5 7) Pn,» 
wobei #, , durch die Gleichung § 3 (5) definiert ist. Durch die Einfihrung 
dieser Formel erhilt die Gleichung (28) bei der Substitution 


(32) (n+4)2& = 9? 
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die Gestalt 
(33) ®,(n) = 0, 
wobei das Polynom @,(n) durch die Gleichung 

y (=3y y 2 2y 
(34) Pun) = 2 Gat Pn” = -2, Gar Pee 
gegeben ist. Wie im § 3 folgt hieraus 


(35) lim ®,() = cos 7, 


n-?> 2 
wobei die Konvergenz in jedem beschrinkten Bereich der »-Ebene gleich- 
maBig ist. Die Gleichung (33) hat, wie aus der Transformation (32) und den 
unter (2) gemachten Feststellungen hervorgeht, die n positiven, verschiedenen, 
der GréBe nach aufsteigenden Wurzeln 


(36) n,1 = (m $) Tab "n,2 - (nm a 4) Ta,2> ees "nso = (n + $) Tt 

Wie in §3 ausgefiihrt, folgt nach einem bekannten Satz der Funktionen- 
theorie aus'(35), daB diese Wurzeln gegen die positiven Wurzeln der Gleichung 
(37) cos 7 = 0 


konvergieren. Man hat daher 


20—1 9 
5% O= = aoe 





(38) lim (n + 5) j= 


n—> co + 
Kine genauere Diskussion in § 9 ergibt 
(@— 43) (@—4)°2" 1 
a apa eee io o(—.)}, ae 
( ) tT 10 (n + 3) 24 (n + 3)? + (n + 7) e 


Insbesondere hat man fiir » > 2 








4 x R 8 _ 4 
(40) 1 = sori |! — geri + Geta: —3<R<gq- 


4) Stellt man das willkiirliche Polynom f (¢) von nicht héherem als n-tem 
Grade in der Gestalt 


(41) f(t) = a Go(t) + 2, a, G, ,(t) 


dar, so folgt aus den Orthogonalitatsrelationen (4), (5), (6) 


oo 8 
J e' 7 pdt 2.3 =. 


Tay 


(42) 





oo 


| + "sere rs F a 


) i ° 
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2 . ~s . o. 
Da nun rt, , den kleinsten Eigenwert bezeichnet, so erhilt man 


(43) MS = > 


t 


> I 
n,1 


. 9 ° . - . . . = 

wobei M** wie in der Einleittung das Maximum der linken Seite von (42) 
bedeutet, und zwar wird dieser Maximalwert bis auf den trivialen willkiirlichen 
konstanten Faktor nur von dem Polynom 





(44) f(t) =G,,0 
erreicht. Die Einfiihrung von (40) in (43) ergibt 
2n+1 1 8 + 
5 © eee eee a 4 —— 
(45) MF = - , = R , 3 “.a< 3° 


~ 24(2n + 1) + (2n + 1)4 
Damit ist die in der Einleitung angekiindigte Gleichung (16) bewiesen. 
§ 6. 


Die Hermiteschen Polynome, 


Es bezeichne H,,(t) das n-te Hermitesche Polynom 


a” 
ed — {2 
(1) H(t) =1. H,(f) = (—1)*e ap ). 
Dann ist bekanntlich 
0 (n += m) 
(2) je* H,,(t) H,,(t) dt [- : 
= | 2" n! )x (n m) 
Nun ist fiir 0 <m <n — 2 
(3) fe® H,(t)™*' dt =0 
und mithin 
(4) | &* Hi (te dt = j eH’ (te dt — 2) eH, nent at 
~ 4 —¢2 va -t2 m—1 
) (eo " A,()) edt = —m| eH, (ye dt =0. 


H},(t) ist also zu allen Polynomen von nicht héherem als (n — 2)-tem Grade 
orthogonal, und man hat mithin, da der Grad von Hi (t) n —1 ist, 


H‘(t) = CH,_,(t). 


Da der Koeffizient der héchsten Potenz von ¢ im Polynom H,,(t) 2* ist, so 
folgt C = 2n. So erhilt man die bekannte Gleichung 


(5) H' (t) = 2nH,,_;(t). 


Weg: 
(6) 

Die | 
zueil 


n-te! 


(8) 


Mar 
(9) 


wok 
bez 
kiir 


(10 


err 


de! 
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Wegen (2) gelten also noch die Orthogonalitatsrelationen 


0 (n+m) *=12.. 
(6) { -* Ai Hi) = - 
—co 2n2n! Vx (n=m) m=1,2 


Die Hermiteschen Polynome sind also schon selbst nebst ihren Ableitungen 
zueinander orthogonal. 

Stellt man daher das willkiirliche Polynom f (#) von nicht héherem als 
n-tem Grade in der Gestalt 


n 
(7) f(t) =a + 2, a, H,(t) 
dar, so ergibt sich 


+ co n 








f co? rworde D2 2 viVnas 

(8) — = —— ; 
fe? sm@rde ab + D2 vtVaar 
aa : 

Man erhilt so 

(9) M** = Y2n, 


° . . +. . 9 . . 
wobei wie in der Einleitung M*** das Maximum der linken Seite von (8) 
bezeichnet, und zwar wird dieser Maximalwert bis auf den trivialen will- 
kiirlichen konstanten Faktor nur von dem Polynom 


(10) f (t) = H(t) 


erreicht. 


Damit ist die in der Einleiturg aufgestellte und allerdings sehrnaheliegende 
Formel (19) bewiesen. 


af. 
Die genauere Diskussion der ersten Eigenwertsgleichung. 


1) Es bezeichne S,, , die elementarsymmetrische Funktion p-ter Stufe 


der m ersten in der GréBenfolge w,,u2,..., 80 daB also 
m m 

(1) 8.4= 2. u,, S..= IT, U,> 

9 a i Y 

(<) Bo+1, 941 = Woo Ries +" Be 541 


wird. Man setze ferner 


/ 


(3) 8,0 =1 und fir p>m 4... = Q, 
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Dann bleiben die Rekursionsforme'n (2) fiir alle Wertepaare m = 1, p >0 
giltig. Man definiere jetzt R, , durch die Gleichung 


m,@ 
™ q-1 
(4) IT, (1 —u,) = 2, (—1)? Sy,p + (—1)" Bag 


welche fiir g = 1 die Gestalt 


(5) I, () —u,)=1—R,, 
annimmt. Dann erhailt man fiir g = m 
q 
(6) Bae - Il, u, 
und fir g >m 
(7) Rog = 9, 
ferner fiir g = 2 
(8) kind = | eee Rave 
Ersetzt man hier g durch g + 1, so folgt 
(8’) oo = oo — Rn.04 2 
und aus den letzten beiden Gleichungen 
(9) , - Bn¢-1 — Sa¢ + Be os3: 


Aus (4) und (5) ergibt sich bei Beriicksichtigung von (2) fiir g > 1 
m+1 q-1 


IT,,1—u,) = (l—u,, 41) 2, -1? 8, 5+ (—1)¢ Ry, 


= z,(- 1)? Sinst.p + (— VO ngs Suga + (—1)E (1 — tim +1) Ra, ¢ 
Subtrahiert man hiervon die Gleichung (4), nachdem man in ihr m durch 
m -+-1 ersetzt hat, so ergibt sich 
(10) Rnsi,¢ = Um+1 Smig-1 + Rm o(l — Um 41) 
und bei Einfiihrung von (8) fiir g => 2 
(11) Rasr.e = Rag + Uma Re e-1- 
GemaB (2) hat man endlich auch fiir g = 1 
(12) Sns1,¢ = Smie + Um+1 Sm. g-1- 
Wir machen nun die folgenden Voraussetzungen. Es sei fiir alle yu 


(13) u, >0 
und es sei ferner fiir alle m 
m 


(14) IT, (—w )<1. 


ke 





s0 


(17 
ist. 


(1! 
ble 
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Die letztere Voraussetzung ist immer erfiil't, wenn auBer (13) noch fir alle u 
(15) u, 1 

gilt. Diese Voraussetzung soll aber hier nicht gemacht werden. Gilt nun 
(16) firm2q-—1 RR, .-1>9, 


so folgt aus (11) und (13), da wegen (6) und (13) 


(17) Rk, >0 
ist, daB 
(18) firm 2>q | a >0 


bleibt. Da nun wegen der Voraussetzung (14) fiir alle m 

(19) R,,.; >9 

ist, so ergibt der InduktionsschluB von q — 1 auf g, daB fiir g > 1,m 2 ¢ 
(20) Ras > 


0 
bleibt. Daher hat man wegen (8’) firg => 1m2q 


(21) Bao > Maz >G Bag > Racer 
und wegen (9) 
(22) Bae > Bae Bast 


Aus (20) folgt ferner noch fiir m = q 


m q-1 

(23) bei ungeradem qg IT, (l—wu,) < pe (—1)?8,, > 
1 1 . 
m q-1 

(24) bei gerademg (7, (1 —u,) > 2,(—1)S,, >. 
1 0 ; 


2) Wir machen jetzt auBer der Voraussetzung (13) noch die Voraus- 
setzungen 


(25) firysl u, S51, 4,,,=1, 


wobei / eine ganze positive Zahl bedeutet. Aus (13) und (25) folgt offenbar (14). 
Ferner ergibt (10) wegen (20) fir m =q 


(26) Rast.e < Hma1 Sn, 21 + Ba, ¢- 
Ersetzt man in (10) m + 1 durch m, so erhalt man 

(27) Rag = Ym Sm—1, e-1 + Rens, ¢ (1 — tm) 
und daher wegen (25) firg Sm <l+1 


(28) ) 2 ty Bent. e-t* 
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Aus (26) folgt fiir m => q 














R 8 
6 +1,¢ mg—) 
(29) eae <1 + et ; 
| ws Ra 
Wegen (28) gilt daher 
4 u  — 
(30) firlsqsimsl+l z mf} me} 8 _ 
m,@ Un m—i,q-1 
Setzt man jetzt g 1, so wird 
(31) _ — Sno . 1, 
und man erhalt fir 1 <m <1+4+ 1 
(32) Bn+t,1 ops “m+ 
Rat thon 


Setzt man g = 2, so wird fir m = 2 








(33) amet _ Smt _ Ym t Mm-1 + Sm-2,1 
Sn-1.¢~1 8,,-1,1 %,-1 + Sm_21 
wobei fiir m 2 S,,-2, durch Null zu ersetzen ist. Aus (33) folgt 
(34) Smia-t_ < “mt um-1 
8, -1,¢q-1 Un —1 

Die Einfiihrung in (30) ergibt 
on ~ - +1,2 , “m+i be 
(35) fir2<m<l1+1 amppet= << By eet 4 eS. 

R,, 2 Un %,-1 


Es sei nun m >1+ 1. Dann hat man weger (5) und (4) 
(36) R,,=1, Ra. = 8,.; —1. 


Mithin wird fir m >/1+ 1 





+1,1 
(37) ae om 1, 
Ry 
(38) met? Sm+ti—} _ Mme t tm + Sm—1,1— 2) 
Rn, 2 81-1 u,, + (8,,-11—1)) 


Nun ist firm >1+2 m—121+1, und S,,_,; ; enthalt daher den Sum- 
manden u,,,, der gem&B (25) gleich 1 ist. Daher ist fir m =>1+2 


S,»-11—1>0. Aus (38) folgt daher 


i. a uote 
(39) Men eis+s sc 2 als 2. 
Rene Un bad] 


Yn +1 


Aus (32) und (37) ergibt sich, daB unter den Voraussetzungen (13) und (25) 


die Ungleichung 


(40) 








(41 


fiir 


(42 


FR. 


5) 


de 
E 
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fir allem => 1 gilt. Ebenso ergibt sich aus (35) und (39), daB die Ungleichung 


Rasie2 +1 Un+1 
(41) eth < 14 * 
R,,.2 re 


fir alle m = 2 gilt. 
Endlich folgt aus der nasties: (13) fir p > 2 leicht die Abschatzung 


(42) Sn, p < 51 8%, 


) Wir kehren jetzt zu unserer Oe § 3 (11), (12) zuriick. 
Man setze 





(u — $)* 
43) t, = a 
~~ C+)? 
Dann sind die Voraussetzungen (13) und (25) erfiillt. Man setze ferner 
s 
(44) Sa,p = —4.. 
(¢+4)” 


Dann ist S), , die symmetrische Funktion p-ter Stufe der Zablen 
(45) ui, = (u— +? 7 = ee | 


Man erhilt 


(46) Ss. 1 = $m — io mM, 
und gemaB (42) fiir p22 
, 1;l1 1 \ 1 
7 A —|{— B o- = a 3p 
(47) Sma < 5ilg™ is”) < me? 


Es ist tibrigens leicht, die S), , durch Polynome in m genau darzustellen. 
Denn die symmetrischen Funktionen lassen sich durch die Potenzsummen 
darstellen und diese wegen (45) durch die Bernoullischen Polynome. Die 
Einfiihrung der Formel (4) des laufenden Paragraphen in § 3 (5) ergibt 


P ¢ (— 1)? Sm,p 


Sr (+4)? 


(48) D;, a = l + + (— IR, ¢; 


wobei wegen der Ungleichungen (21) und (47) des laufenden Paragraphen 








Ss 1 3¢ 
(49) 0 < Run q <= SCY <= _— an 
- (t+ 4)°" 3% g! (1+ 4)°" 
ist. 
Bei Einfiihrung dieser Formeln in §3 (12) erhalt man fiir q 2 
’ —1 e , s 
(50) Y,(y) = cos Hn — : y { y’ So5.1 n* + r(n), 


(b+ 4)?» (2y)! 
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wobei 
(51) r (n) = y's = a 21" * 
I 
ist und mithin 
1 8,42 ws = 8... 
a) — > - 4 
_" (1+ 4) 2. @+Hr <7 < ea » aoe 


Die absolute Konvergenz der in den letzten Gleichungen auftretenden Reihen 
ist durch (49) gesichert. Man erhilt aus (52) und (49) fiir 





OsnSax, a>O 
(53) - ors <r(n) < “v4 
wobei 
(54) C’ = z z 4 a (a 2)*", 
(55) OC” =x 1 y (6o+ FF a n)ytr+2, 


18 dom! aa vy (4v + 2)! 


Wir wollen jetzt die auf der rechten Seite von (50) auftretende Reihe in ge- 


schlossener Form summieren. Man hat wegen (46) 





a v7 (— 1) «6 38y2¥ 
~ BF Mey (2)! (20)? 


Nun ist, wenn F(z) durch die Potenzreihe 


(57) F (x) = J,a,2’ 
0 
dargestellt wird, 
(58) 2F'(z) = L,a,v2 
0 
(59) a2 PF" (x) + 2 F'(z) = x(x F(z)’ = 2,0, 2’, 
F) 


(60) 23 F'"' (2) + 3 a2 F(x) + 2 F'(z) 


= 2(22 PF" (x) + 2 F(z)! = 24,2". 
0 
Setzt man hier 


(61) F(z) =cosz, =n, 











(63) 


Die 


(64) 


wok 
(66) 


ist. 
Um 
Wi 


nat 


(68 


zu 


na 
Gl 


in 
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so ergibt sich 


(62) y = (2 v) 43 = — nsinn 
P + (yr seadiies 
—) ¢—— 1)? 
(63) 5 (— = (2 v)3 42" = (43 — ny) sin n — 3 7? cos n. 


— » (2»)! 


Die Einfiihrung in (56) ergibt 


, . (— 1)” y" 2y (4 n* — 3 ») 2 - 
(64) 2. rp) »)! S>,. 17] = ee sin ee 72 cos 9). 


Die Gleichung (50) erhalt also die Gestalt 


(4 n° — 3m) sin n — 12 n* cos n r 





65) } = cos 7 — 4 : 
(65 1(n) OS 12+ 92 r () 
wobei wegen (53), (54), (55) 

1 
(66) r(n) = O(——— 
\ / 7 sa) 


ist 


Um nun die mit unendlich werdendem | gegen (9 — 4)2 konvergierende 


Wurzel zu bestimmen, setze man 

(67) n =(eo—})2— 7. 

Dann erhalt die Eigenwertsgleichung 

(68) Y,(yn) = 0 

nach Division durch (— 1)?~! die Gestalt 

(69) sin 9 — 
{4 ((@—4) x- 48-3 ((@— 4) x—%)} cos H-—12((9—}) 2-H)? sin y 
hv (+32 — j 

















— «fe = 


wobei r durch (54), (55) fiir « = 0 abgeschitzt wird. Betrachtet man nun r 


zunichst als unabhangig Veranderliche, so gestattet die letzte Gleichung 7 






1 . ‘ : 
nach Potenzen von ————— ynd r zu entwickeln. Man erhalt, wenn man die 


(i+ 4) 






Glieder gemeinsam abschitzt, welche r in mindestens der ersten oder 


in mindestens der zweiten Potenz enthalten, 


._ A(e— aPa*— 3 (0-H) 
0 a ato a 
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Da die im §3 mit , 0 bezeichnete o-te Wurzel der Gleichung 


(71) Y,(n) = 0 
durch die Gleichung 


(72) No = (e- hha—y 


gegeben ist, so ergibt die Formel (70) die zu beweisende Formel § 3 (18). 
Im nachsten Paragraphen soll die im Restglied der Formel (70) noch 
unbestimmt bleibende Konstante fiir den Hauptfall o 1 abgeschitzt 


werden 


§ 8. 
Die Abschitzung der Restgliedkonstanten. 


Man hat gemaiB §3 (11), (12) und §7 (51), (65) die folgenden Dar- 
stellungen : 








“y (— 1)’ C 2» 
(1) i(M) S (2 »)! View » 
-— 
‘ 7 { - 1) M 2v-1 
(2) Pi\%) 2,.u=B View" , 
1 
= : — 12 7? 
(3) 1 (n) cos 9 — (69 — Sq) ain gy — 18 9? 0s a 4 r(n), 
12(1+ 9p 
wy - ae )" R 2+ 
(4) r (n) . (an! 27,27 - 


Da die #,,, mit wachsendem », so lange sie + 0 sind, abnehmen, so nimmt 
in der Reihe (1) der Betrag der Glieder mit wachsendem », so lange er + 0 


ist, fir» < )2 ab. Daher hat die Summe, da die. Vorzeichen abwechseln, 
das Vorzeichen des ersten Gliedes. Mithin ist also 
(5) fir0<ys y2, ~,(n) > 0 
Ebenso schlieBt man aus der Reihe (2), daB 
= , 
(6) fir0<=s V6, (yn) <0 
ist 
Wegen §7 (41) und (43) ist nun 





(7) U8r+,2 (1 (2»+5)* | (2%+ 3) (1 (2»+4)? (2+ }4)* 
Beno (2¥+4)? | (2» —) , 2»—3 


7 a! 9 >». 5\9 
(2»— 3)? (2»—>5) 
Beriicksichtigt man, daB die rechte Seite von (7) mit wachsendem v abnimmt, 


so sieht man leicht, daB firO0 << in der Reihe (4) die Betriige der 


2 





Gliede1 
groBer 


(8) fi 


wobei 
bedeut 
Nun i 


(9) 


Fir / 


(10) 


Man 


(11) 


Aus 


Bei 
r(%)) 


und 


Die 
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Glieder vom dritten an abnehmen, so daB also der Betrag fiir » = 3 schon 


gréBer ist als fiir » 4. Daraus folgt 
" - a ». n* 6 - 
(8) frOSnay rin) =—- Re,2t + Rea Ro, 27, + ORs 27, 


wobei hier wie in der Folge das Symbol @ einen Faktor zwischen 0 und | 
bedeutet, der aber beim jedesmaligen Vorkommen verschieden sein kann. 
Nun ist gemaB § 7 (4), (21), (22) 


S2, 2 Ss, 2 Si, 3 Ss, 2 
(9) S. ae i, «Bas < oe, 
ne G+) C+ C+. (i+ 4) 





Se, 2 S6, 3 x ,2 — Sa, 2 
_— = ~< o< — 0 R 9« —.. - an 
i+ Sey" ey’ CU” eee 


Fir 1 > 6 gilt daher auch 

















; 1 ’ , mR ie 
S4, 2 — a S4,3 86,2 — T3 S6,3 
(10) Ry 2 > — aes Re, 2 > 42) 
ino i+ 
( Tr 2 ) \ 7 z) 
Man erhalt ferner nach der Rekursionsformel § 7 (2) 
” 1 , 0 ow 35 , 84 , 165 ; 286 
Si,1 = rt’ 8.1 = Tt? 83,1 = Tt? Sai = 7’ S51 = —, Sei = —e 
. 455 oy 680 
S71 = 7, Sa, oer 
. , 9 : 259 : 1974 , _ 8778 
- Si,2 = 0, Soo = i6’ S3, 2 = 76’ Si2 = 5 » &2= = ae 
mal 28 748 , 77077 , 179 452 
A oz — Ss; = 8 = - 
Se 2 ie” O72 i6 Ds. 2 16 ; 
. ’ ’ 226 - 12 916 , 172 810 
Si, s 0, Sss=0, S33 = ei’ Si3 = 64? 83,3 = — “a 
gy, = 1284048 
—— 64 





Aus (8), (9), (10) folgt 





| vi 32 2  (¢ Lo \m ow mf 
(1) < Gy pe lS t Saag — (Se — 7550.9) gr + See BT 


Bei Einfiihrung von (11) erhalt man 
n?2 
r(%) < / —_—_—_—__— 6\ 


1 234 948\ n* 4-179 452 
~) ert ar 


— {18 + 1974" — (4.28743 - 14% 
64 (1 + 4)* | wie ; 42 
und mithin a fortiori 


3 
/ Se 6 
12 r(n) < ——~__{— 18 + 329 72 — 118 94 + 18 8} 
64 (1 +- })4 


Die Ableitung des eingeklammerten Ausdrucks nach 7? ist 


329 -- 236 7? 54 vf, 
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und da 
9 
54 - 329 — (=) >0 
. aii ———— ‘a n n 5 
ist, stets positiv. Mithin ist fir 0 <7 < e wegen ($) <¥F 
5 5 26 126 
a a, ee — 
() < eazy + 329-5 — 118-4 18-> 
und a fortiori 
14 
(13) r(n) < 
1 (4+ 
GemaB (3) ist daher zundchst 
3 
4(5) -8> 
x | 2 2 14 
(14) n(>)< - nc = 
w(l+s5) (t+) 
und wegen der Voraussetzung | > 6 
5 Po ae ee = 
(15) %() <p 4 (x® — 3) + } <0. 


Bei Beriicksichtigung von (5) und (6) folgt hieraus, daB die Gleichung 


(16) 91(n) =O 


im Intervall 0 < 7 < > eine und nur eine Wurzel hat, und daB diese im 
Intervall 

(17) y2 <e< = 
liegt. 


In diesem Intervall soll jetzt r (m) auch nach unten abgeschatzt werden. 
Wegen (8), (9), (10), (11) ist 


3 4 
r(n) > 2 
nf a - S25 — 5s, mn? _ gf 
= Raa > tel + (Gia Sy) — a 


— 18 + (329 — BS) ae — 128 ‘ 


+ 18 — (329 — Ss) m2 + + a at. 


n* 
at 
aaa + 4) | 
Da der Differentialquotient des eingeklammerten Ausdrucks nach »? fiir 
n? > 2 positiv ist, und da (=) < ; ist, so folgt, daB der Ausdruck fiir 


¥2 <a * kleiner ist als 


/ 3229\ 5 9581 = 
— =. i bs a se a 
18 — (329 a3 | s+ < 226. 


Dahe 


(18) 
Nun 


(19) 


und 
(20) 


(21) 
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- : n 
Daher erhalt man fiir 1 > 6 und y2 sna F 
a — 3 
(18) ro > aaa ap 8 > -— aE 
Nun ist 


(19) hy {(4 43 — 3 n) sin n — 1292cos y} = (24 yn? — 3) sin »— (27 9 


und da wegen 

















(20) W2<<F 
(21) 0 < (27 y — 48) cosy < (24 7? — 3) sinn 
ist, 
99 d { (43 —3n) sin 7 — 12? cos n\ — (24 n* — 3) sinn 
my °<% 12 i 12 
u(2)'-3 
< 12 
Daher hat man 
n a 
93 (4° — 3 n) sin n — 12? cos» _ (4(F) - 85) x 
(“°) T2 ee 
(4* — 3m) sin » — 123 cos » x n ~({% 
9 . te See aah <i aan oe — o- 
(4) 2 > -5-5(¢-7) 
Nun erhalt die Eigenwertsgleichung 
(25) 9 (n) = 0 
wegen (3) die Gestalt 
. : (4 n3 — 3 ») sin 7 — 12 9? cos » 
26 cos 7) = —f ° 
(26) 0s 1] 120+ 4) (7) 
Wegen (23) und (18) ergibt sich also, wenn man 
(27) {== 
setzt 
ie x 1 8,9 
98 ae ae ees 
- sin < (3 - Baa tat 
Ebenso folgt aus (24) und (13) 
— ns n 1 ij 14 
(29) siny > |— — —)——— — 5 -——— - > 
i> (3 a at i+ CFP! 
Nun ist fir |z| <1 
nrergi @yhis bbe 
(30) arcsinz=2+55+i3gt+ipea7Tt 
und mithin fir 0 < 2 <} 
, x 
(31) aresing < 2+ =: 


5 
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— 478) cos n, 


14 
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Aus (28) folgt 


. F in “1 3 
32) 7 < arcsin ioe =~ = Le 





a) 


Ae: 






ind mithin wegen (31) und / > 6 
Se... 9 1 (= =) 


i+) @+b 





. . x n 
$3) n7< (sz _ 8 ix } 


erner erhalt man wegen | = 6 






















ra 2 8)( 








Fs a n 1 8,9 a (x* — 3) 
» (S Si, < 
) \m ete gy +P 
in 9 
5 9 lata) 
42 (1+ 4)? (t+ 4)* 
ithin wird 
1 ; 8,9 8 1/7\8 1 
Ls) 1 4 88 o1(2) 
24 (+4)? | (1+ 4)) ~56\6 


ie Einfiihrung in (33) ergibt 
ns nm 
6) ge M8 | =. 
‘SGP GH 


‘7 a oe 
) 1S +7 


e Einfiihrung auf der rechten Seite von (29) ergibt 


— ns nm 1 20 
3) sin 7) } 
d wegen 


y => sin VE 


xé n 
. . 4% 8 20 
e. fe & 
‘+h’ @4+9) 


¢i(y) = 9 
iilt man daher wegen 


niB (39) 


a 
2+) 


us der letzten Gleichung folgt, wie schon unter (34) gezeigt, 


la 3 (i+? (+4) 


ir die im §3 mit 7, , bezeichnete kleinste Wurzel der Eigenwertsgleichung 
i,1 £ 


und 
) (41 
8,9 \! We 
(t+ 4$)* 
ent 
zu 
1 
100 (7+ 4) 
vi 
(1 
' Ww 
' 
(3 
ZI 
g 
{ 
\ 
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und gemaB (36) 


x? 1 
“| mt» | 
(41) > ep) 38 - 
mi ('+ 5) x(t-+—2)} 
Wegen 
40 


— <13 und 2. 6 
nm i J 


enthalten die Ungleichungen (40) und (41) die Formel § 3 (19), die allein noch 


zu beweisen war. 


$9. 


Die genauere Diskussion der Eigenwertsgleichung 
im Laguerreschen Fall. 


1) Die Eigenwertsgleichung § 5 (33), (34) erhalt durch die Einfiihrung 





von § 7 (48), (49) fiir g = 2 die Gestalt 
l ®,(n) = 0, 
wobei 
‘ l y’ (- 1)’ " 2» 
é ®,,(n) cos 7) — in + 4)? Pe Q»! Sy 1) t r(%), 
2) "1 
y an $0" P 
(3) r(y) = 5 ‘ol. ¥2 n*’ 


as tld (2¥)! 


zu setzen ist und mithin auch die § 7 (52) entsprechende Abschitzung 





4) - . y S2v+1,2 arse < r(n) = = ¥ 82,2 4) 
| (n +4) > Gr+2)1" SDS GES Ge” 
gilt. Man erhalt wegen § 7 (49) fir 
} O0snSa2z, a>0 
6 . <r(n) < :. 
(6) —_ << - —_—— . 

in +4) US @+h 


wobei 
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Ferner hat man wegen §7 (46) 
ys? (=n a1 FS KN ee 1 FN, 

(9) de» Bvt Su ~ 3 my @yr” 7 2a, Hi" 

—_ L » (—F » 3y2" 1 ¥ —1)" 4 ay 

“Hae ay OT - RL, ay" 
und bei Einfiihrung von §7 (62), (63) 

y¥ (-—1)’ _ 1 
(10) ) em! S19?" = 34 73 sin y — "7 n? cos 7. 
Die Gleichung (2) erhalt also die Gestalt 
n® si 3 

(11) ®,,(n) cos » — sin — 3* cosy | r(n), 


24 (n +-})* 
wobei wegen (6), (7), (8) 
1 
(12 r(n) = O(— 
) ] Zz +h) 


} 
ist. 

Bezeichnet man wie § 5 (36) die mit unendlich werdendem n gegen 
(@ — $)~ konvergierende 9-te Wurzel der Eigenwertsgleichung (1) mit n, , | 
und setzt 


(13) ng = (@— #2 — 4, 


so erhilt man fiir 7 ganz wie im §7 die der Formel (70) entsprechende Formel 


(o — $)°2* 1 
14 ’ -—. — +0 
me) ; 2400—C s(n + 4)? (a7) 
Aus den letzten beiden Gleichungen ergibt sich wegen § 
Formel § 5 (39) 

2) Wir wollen jetzt die im Restglied der Formel (14) noch unbestimmt 
bleibende Konstante fiir den Hauptfall p 1 abschitzen. 


Man hat die folgenden Darstellungen 





ae 2 
(15) ®,,(n) 120 2. (2v)! Pn" 

) 

, 4 a a 

(16) ®,,(y) = P. Brapi ent 

i 

n* sin 7 — 3? cos 7 
(17) D,,(y) = cos7 - + r(n), 
' = 24 (n + 4)! 7 


_ 
r(74) = ‘ (—1) Rp 


a » (29)! 


(18) Ty ae 


5 (36) die zu beweisende | 


Wie 
(19) 
und 
(20) 
Wes 
(21) 
und 


(22) 


und 
die 


fiir 
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Wie in §8 ergibt sich zunichst aus (15) und (16) 


(19) firO syns V2 @,(n) >0 

und fiir 

(20) 0<7< V6 D(n) 

Wegen §7 (7), (41) und (43) ist nun 

(21) R,. = 9, 

und fir » > 2 

(22) rus  ] (+a) , (+9) 
¥, 2 (»—}3)*  (v— §)? 


und hieraus schlieBt man ganz wie im §6, da8 in der Reihe (18) firO <9 s 4 


die Betrige der Glieder vom dritten an abnehmen, so daB also der Betrag 
fir » = 3 schon gréBer ist als fiir » = 4. Daraus folgt 











at i ae a a n* 
(23) firOSy Sz rly) = Ry 71 — Bs255 + OR 2. 
Nun ist gemaB §7 (4) und § 8 (9), (10) 
Ses 83,2 8: 8 S, 2 
24 R22 = —, Ben —— — 2... O< pe” 
(42) 2,2 (n + 4)* 3,2 (n + 4)* (n + })° < Rye - (n + })¢ 
und mithin fiir 
(25) n=2 
tg’. 3! 
(26) Ss, — i ee < fis S3,9 
(n + 4) (n + $)* 
Dabei ist gemaB § 8 (11) 
. ’ 9 ’ 259 ’ 1974 , 225 
9 :0=—lc ~~ S,°= - esx pstmt 
et) Sx2= 7g, Sa2 a 6° 533 = Gy 
Aus (23) folgt 
9 n‘ is - , —— 
(28) r(n) < 2 {Res Rs 25 t Bi2¢ 6.7.8) 
und mithin 
9< 2 
i. the os nt lo — (oxo — & . 2%) _#. .. - 
~) Ty ie atin pal (25 5° 4 le 5-6-7-8" | 
n* 25 329 4 n* f 2. 5 
ae stitaiyaae as Sa . a ae one all 
16 iin td? 3 7 + 380 7 | ie-4iqn +4)” g 7 +77 
Der letzte eingeklauamerte Ausdruck auf der rechten Seite nimmt aber fir 
0s7ns = mit wachsendem 7? ab und ist fiir y - y2 negativ. Daher ist 
(30) fir n>2und Y2S5y<5=~ r(n) <0. 


=? 
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Andererseils ist gemaB (23) 








r(y) > us { Re,» — Rs, 
und mithin 
r(n) > are r, (9 — 259," | > woe pO - 
und mithin fiir y2 <5 = wegen (+) <= 
(31) r(n) > — rT > -F Ee 


Aus (17) und (30) folgt 
(32) , (=) < 0. 


In Verbindung mit (19) und (20) ergibt sich daher, daB die Gleichung 


(33) ®,,(n) = 0 
fiir nm > 2 im Intervall 0 < 7 S = eine und nur eine Wurzel hat, und da8 
: / % >. 
diese im Intervall 2 < » < = liegt. 
Nun ist 
d . « 9 — » 
dn (7° sin 7 3 7? cos 9) 6 7? sin n — (6 7 — 7) cos ” 
: e n 
und mithin fiir y2 S135 
‘ d 28 ee . 
(34) 0 < z (9 sin n — 3 4? cos n) < 6 m2 sin y < 15 
/ 
Daher hat man fiir y2 << sl 
Oo zx \3 = bad , ; , 
(35) (>) _ 15 { > n) < "ps sin 7) — 3 n® cos n < (+). 


Die Gleichung (33) erhalt wegen (17) die Gestalt 











7* sin 7 — 3 ? cos 
(36) cos 7 = — 24 (n = on r(%). 
Wegen (31) und (35) ist daher 
x\8 
(37 (z) 2 1 
37) cos » < ———. + — 
1~ 24(n+o | 9 @ +d 
und wegen (30) und (35) 
x \% x 
(3) 16 (5 — 1) 





38 > = 
(38) 008) > Sn Fd 











Setzt 


(39) 


so fol; 


(40) 


(41) 


Wege 


und 
kleir 


(43) 


Die 


(44) 


Hie 


un 


(47 
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Setzt man jetzt 
x 


(39) 7-1 =% 
so folgt aus den letzten beiden Ungleichungen 
n\3 
(40) sin < _(3) _ + 
24 (mn + $) 9 


x \3% 
(3) _ iba 
24(n-+43)* 8(mn+ 4)?" 


Wegen §8 (31) ergibt sich aus (40) fiir n > 2 








(41) sin y > 








x \3 i \3 
im be (=) 2 1 ee (>) a 
mS oF OTD 8 eee 8 


Wegen n => 2 ist 


(3) 2 (3) 2 4 \° 


. | 
5 ie th?” 9m FH| ~ 5m +H’) w (m+ yf’ 

























und da wegen 2? < 32 der eingeklammerte Ausdruck auf der rechten Seite 


kleiner ist als }, so folgt 


7 3 
ws iene oe 
(te 5 | 24(m + 4)? 9 (n+ $)* | 5. 2 (mn + 4)* z) 2000 (n+ 4)*” 


Die Einfiihrung der letzten Ungleichung in (42) ergibt 





(44) " < - 


45 | ao 
) 24(n + 4) 









Bei Einfiihrung dieser Abschitzung auf der rechten Seite von (41) erhalt man 


8 


(5) (3 +2) 3) 26 









(46) sin” > in +} 824m 9) Meth Ba thy” 


und wegen 7 > sin 7 


___(3) 26 
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Fiir die mit 7, , bezeichnete kleinste positive Wurzel der Eigenwerts 
gleichung (33) erhalt man wegen 
(48) a1 = r — 7 


aus (47) 


x , 26 1 = 
~ 94 (2 + 1)? * 6x Ont 1)4) > 


(49) %n,1 < 


‘ 4 
n x? 


Shs — es 3 
<3\!-s@aaip ESS, 





und aus (44) 


(50) %.1 > =|! — grap ~ = Gari > 


~ 





3 a? 
> —i1 


2 \'~ Gant) OSs ie 


Die letzten Ungleichungen ergeben wegen § 5 (36) die allein noch zu beweisende 
Formel § 5 (40). 


(Eingegangen am 19. 8. 1943.) 








Ein einfacher Beweis fiir die Halbstetigkeit der Integrale 
der Variationsrechnung auf starken Extremalen. 


Herrn C. CakaTHEoDORY zum 70. Geburtstag gewidmet. 


Von 
Johann Radon in Breslau. 


Der zuerst von Tonelli bewiesene Satz, daB das einfachste Integral der 
Variationsrechnung in Parameterdarstellung auf Kurven, die nur starke 
regulire Linienelemente enthalten, halbstetig ist, gestattet einen einfachen 
Beweis, der sich dem WeierstraB-Hilbertschen Gedankenkreis ungezwungen 
anschlieBt. Obwohl dieser Beweis seiner Natur nach nur auf glatte doppel- 
punktfreie KurVen anwendbar ist, méchte ich ihn im folgenden doch mitteilen, 
da er ohne weiteres auf verwickeltere Fille, insbesondere auf mehrfache 
Integrale, iibertragen werden kann. Im zweiten Teil dieser Note will ich dies 
fiir einen typischen Fall in den wesentlichen Punkten kurz andeuten. 


F (x, y,Z,y) sei mit den ersten und zweiten Ableitungen nach z und y 
stetig in einer die Punkte P, undP, enthaltenden offenen zusammenhangenden 
Punktmenge M und fiir alle z,y mit z? + y2 + 0. Es geniige ferner der 
iiblichen Homogenitaitsbedingung 

F (x, y,2,y) = kF (x, y, 2,y) (k > 0). 
Wir betrachten fiir alle in MM von Py nach P, fiihrenden rektifizierbaren 
Kurven C das Integral P, 
Jo= | F (x,y, 2,y) dt 

Po 

und werden im allgemeinen als Parameter ¢ die Bogenlinge wihlen. Cp sei 
eine spezielle unter diesen Kurven, die glatt und frei von Doppelpunkten 
sei, U,(Cy) die o-Umgebung erster Ordnung von Cy, d.h. die Menge aller 
Punkte, deren Abstand von Cy S o ist. O(x, y) sei eine in U, definierte 
Funktion mit stetigen ersten Ableitungen, die den Bedingungen 

®,=F;, 9, =F; (auf Cp) 
geniigt, ¢ (x, y), m (x, y) einCy umgebendes Richtungsfeld in U,(Co), d. h. &, 9 
seien zwei in U, stetige Funktionen, die der Beziehung &? + "2 1 geniigen 
und auf Cy mit z,y iibereinstimmen. Die Existenz eines solchen Richtungs- 
feldes ist auf Grund bekannter Sitze iiber die Erweiterung des Definitions- 
gebietes stetiger Funktionen ohne weiteres klar. 
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Wir betrachten jetzt eine zweite Kurve C, die in U, von P, nach P, 
fiihrt und bilden 
; . . ” . . 
F (2, y, 2, y) dt — j (O®,2 + D,y) dt 
P 


> 
° 


(1) Je — Jo, 
Py 

E (x, y, &, n, 2, y) dt 4 ([zA (x,y) +y B(z, y)\dt, 
P, 


0 


P 
Po 
t 
P, 


worin gesetzt ist: 

E (x, y,&,, 2,y) = F(z, y, 2, y) — aF; (x,y, &,) —y F; (xz, y, &, 

A (z,y) = F; (2, y, §, n) — ®,(z,y); B(x, y) = F(z, y, &,n) — ®, (2, y). 
A und B sind in U, stetig und auf Cy gleich Null. 

Eine den gestellten Forderungen geniigende Funktion ® zu bestimmen, 
kommt darauf hinaus, durch den ,,Streifen‘‘ x z(t), y = y(t), z \# dt, 
p =F;,q =F, eine in U, definierte glatte Fliche zu legen. Das ist aber 
stets mdglich. 

Aus der vorgenommenen Transformation!) schlieBen wir jetzt 
(2) Jo —d, > f E(z, y, &,n, 2, y) dt — e (a) Lo, 

FA 
wo L,, die Bogenlinge von C bedeutet und e (0) > 0 fiir 9 ~ 0. Denn zu 
jedem « 0 kann man o so klein wahlen, daB in U, die Ungleichung 
; A? + B<s« 
gilt 
= a 

Wendet man (1) insbesondere auf F, ) z2 + y? an, wobei natiirlich 
entsprechend ®) und A,B, einzufiihren sind, waihrend das Richtungsfeld 
beibehalten wird, so folgt 


Le - Le, - } Eo(x y, &, n, @,y) dt + &9(0) Le. 
FA 
é9(0) hat dieselbe Eigenschaft wie ¢(o): es sei o bereits so klein gewahlt, 
daB eg < 1. 


Dann ist 


3 << ss 
(3) Le 53 


~—— [Le, + | Eade). 


Wenn nun Cy, nur starke positiv-regulare Linienelemente enthalt, so ist 
bekanntlich bei geniigend kleinem o in ganz U,(Co): 


E (x, y, &,n, 2,y) =m Eq(z, y, &,,2,y), m> 0. 


Demnach wird nach (1) und (3): 
in " & (@) 
Jo— Io, & m) Eodt — r= iy lhe + J odes 


womit die Halbstetigkeit bewiesen ist. 


1) Vgl. hierzu Roussel, Comptes rendus Paris, Bd. 180, 8. 490— 492. 








Uber Halbstetigkeit in der Variationsrechnung. 
Il. 


Wir betrachten jetzt ein Doppelintegral im R, in Parameterdarstellung: 


[ — O (x; Z) 
J a° j F (21, £2, 3, Z, Pres Piss Piss Psa» Pas Pos) dudv, pyy = Fiu,e) * 
Die Funktion F ist als positiv-homogen in den 6 Stellungsparametern p,;, 
vorausgesetzt, die der Pliickerschen Relation 


(1) Pic Psa + Pis Pao + Pia Pos = 9 


geniigen und nicht gleichzeitig Null sind. 
Bei Summationen der Form 
(t, &) 

soll stets iiber die sechs Indexpaare in der oben festgelegten Auswahl summiert 
werden. Also schreiben wir z. B. (1) so: 
I ) - a fikim Pik Pim 0, 

(ik) (Im) 
WO Expr 1 fiir komplementire Indexpaare, sonst 0 sein soll. 


Als Analogon zum WeierstraBschen € fiihren wir ein: 


. ‘ v 
(7,2) +42 m fikim Pik Tim: 


D 
ik (ik) (im) 


(2) €(z,2, p,a) =F (2, p)— 2 p,,F 
(ik) 


Bei der Diskussion von € wollen wir die p und die x der Normierungsbedingung 


(3) ~ Piz = baw. 2 1, 
(ik) (ik) 
unterwerfen. 
Wir nennen ein Flichenelement (x, 2) stark, wenn es einen A-Wert gibt, 
fiir den € (z,2, p,A) => 0 fir alle p und € = O nur, wenn p,;, = 2;,. Ein 


solcher A-Wert. heiBe ein Stiitzwert. Das durch den Stiitzwert ,,erweiterte‘ 


Flachenelement heiBe regular, wenn die Determinante: 


C12,12- 0 ©12,13 Ci2,14 C12, 34-4 C12, 42 Ci2, : 


C13, 12 Ci3,13—@ (13,14 C13,34 C13,42—-4 C13, 2: 
C14,12 C14,13 C14,14—0 ©14,34 C14,42 C1 4,23- 
€34,12-4 C3413 C34,14 C34,34-0 34,42 C34, 
42,12 C42,13—-A Coo. 14 C42,34 C42,42-U C1223 
€23,12 C23,13 C23,14-A Ces, 34 C23, 42 C23,23- 0 


134 42 23 12 713 14 





12 7113 14 M34 M49 Me3 
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wo zur Abkiirzung ¢;, ;, = Fs,,»,,, (%,%) gesetzt ist, fir @ = 0 nicht Null 


ist. A heiBe dann ein regularer Stiitzwert. Da € unter den Nebenbedingungen 
(1) und (3) sein Minimum fir p;, = 2;, erreicht, darf das Minimum der 


quadratischen Form 


yr 
- X Cin im tit tim 
(ik) (lm) 


unter den Nebenbedingungen 
ee = 
2 & Eizim Mik lim 0, XD iy tip = 0, 2 tir =1 
(ik) (im) (ik) (ik) 
nicht negativ sein. Dieses Minimum ist die kleinste Wurzel 9, von 4(o) 


Da aber 4 (0) + 0 vorausgesetzt wurde, so folgt 9, > 0. Dann aber gibt 
zwei positive Zahlen pw, o, so dab 


(4) E (z,2,p,a4)> u& (pip — my), 
(ik) 
wenn neben (1) und (3) noch 


2 (Pix a 


)2s06 
(ik) . 


i 
gilt. Aus den iiber € hergeleiteten Ergebnissen schlieBt man nun, daB die 
reguliren Stiitzwerte ein offenes Intervall 4, < 4 < A, bilden. Aus Stetig- 
keitsgriinden erhellt nimlich, daB ihre Menge offen ist, ferner bemerkt man 
sogleich, daB ihre Menge konvex ist und daB geniigend groBe A-Werte nicht 
Stiitzwerte sind. Sind ferner alle Elemente eines abgeschlossenen Flaichen- 
stiickes Mp) stark regular, so ist A, oberhalb, A. unterhalb stetig auf ®,. Also 
hat A, — A, auf D, ein positives Minimum. Nach bekannten Sitzen?) kann 
man dann eine stetige Funktion — wenn man will, ein Polynom — so finden, 


daB auf @, 
Ay < Ap(u, v) < As. 


Dann sind alle durch /,(u,v) erweiterten Flaichenelemente von ®, stark 


regular. 
Nun denken wir uns sechs stetige Funktionen 2;, (x, ...%4) in einer 


Umgebung U,(®,) des Flaichenstiickes so bestimmt, daB sie auf ®, mit 
O (x, 2,4) er — 

P, 17 «) ijbereinstimmen: dann folgt wieder aus Stetigkeitsgriinden, 
. Oo (u, v) 

daB auch die Definiticit. von A)(u, v) auf eine geniigend enge Umgebung von 
®,, so erweitert werden kann, daB alle Flachenelemente (z, z, A,) stark regular 
sind. Wenn man nun noch sechs Funktionen A,, so bestimmt, daB das 
Integral 


(x, 0) — Ag()( 2 eigin Min + Air(®))) Pig dudv 


(Am) 


%) F. Hausdorff, Mengenlehre, S. 243, 2. Aufl. Leipzig 1927. 
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wegunabhingig ist, so kann man genau wie in I, (1) so transformieren: 


J-e—Is, = jé (x, 2, p, Ap) dudv + j 2 Aj, (2) P;,dudv 
qd (" ) 


Y 


und alle weiteren Schliisse analog zu I durchfiihren, wenn man dafiir sorgt, 


daB die A,;, auf ®, verschwinden. An Stelle der Bogenlinge tritt die durch 
Fy y~ Pin 


definierte Oberfliche O,, fiir die 4 = 0 als regulirer Stiitzwert brauchbar 
ist. Das Verhiltnis €/€, bleibt auch hier oberhalb einer positiven Grenze, 
wie man mit Hilfe von (4) feststellt. 


Um die fiir die A,;, geforderten Bedingungen zu erfiillen, setze man 


P;,(z) = Fy. (2,2, Ao) tao & 


Eikim ™m 
(lm) 


Aue (2) ves aC; aa OC, 
OX, OX; 
Dann ist das Integral (5) wegunabhiingig. Um zu iibersehen, daB die A,, so 
gewaihlt werden kénnen, daB sie auf ®, verschwinden, macht man zuerst 
eine Punkttransformation, durch die ®, in ein Stiick der Ebene 7, = 2, = 0 
iibergeht. Hierauf bestimmt man y, und y, als Funktionen von 2, und 2, 
so, daB 

OY2 dy; 


ne", * P 2 (2, 2200) 


und setzt 

¥1(%Lq) — Lg P13(x, 2200) — 2, P, 4(2, 2300) 

= ¥o(X%q) — Fy Po3(4, F200) + 24 P4o(7, 7200) 

0 

3 

C, = { Psa(zir2tx,) dt. 

4 

Die angedeuteten Operationen sind fiir stetig gekriimmte Flaichen sicher 


ausfiihrbar, eine Erweiterung auf glatte Flichenstiicke ist vermutlich nicht 
einfach. 


(Eingegangen am 28. 7. 1943.) 








Uber Riume mit Mittelbildungen. 


Meinem hochverehrten Lehrer und Férderer 
Herrn Geheimrat Professor Constantin CARATHEODORY 


zu seinem 70. Geburtstage gewidmet. 
Von 


Georg Aumann in Frankfurt am Main. 


Biner der wichtigsten Sitze der Theorie der analytischen Mittelwerte 
in der GauBschen Ebene ist der Satz vom einfachen Zusammenhang jedes 
Grundgebietes eines solchen Mittels. Der Beweis, den ich seinerzeit!) dafiir 
gab, benutzte héhere Hilfsmittel der Funktionentheorie2). Inzwischen aber 
hat sich ergeben, daB dieser Satz rein topologischer Natur ist; wir stellen ihn 
daher hier in das allgemeine Problem hinein, diejenigen topologischen Raiume 
zu kennzeichnen, in welchen ein ,,Mittelwert‘‘ definiert werden kann. Fiir die 
zusammenhangenden linearen Komplexe und die Flichen wenigstens kénnen 
wir eine vollstandige Antwort geben: Die einzigen derartigen Raiume mit 
,.Mittelwerten‘“‘ sind die Biume bzw. die offene Kreisscheibe. Fiir die ana- 
lytischen Mittelwerte insbesondere bedeutet dieses Ergebnis, daB auch bei 
einer Erweiterung der Theorie auf Riemannsche Flichen fiir die Grundgebiete 


der Satz vom einfachen Zusammenhang erhalten bleibt. 


1. Definition. Ein Mittelwert, kiirzer ein Mittel m(z,,...,2,) von 
n Argumenten (n => 2) in einem Raum R liegt vor, wenn jedem n-Tupel von 
Punkten 2,...,z, von R eindeutig ein Punkt m m(Z,,..-, Z,) von R 
zugeordnet ist und dabei gilt: 


a) m(2Z,,..., Z,) ist stetig und symmetrisch in 7,..., Z,; 
b) m(az,..., 2) = @ fiir alle z aus R. 


Das Bemerkenswerte an dieser Definition ist, daB sie trotz ihrer scheinbar 
geringen Forderungen fiir den Raum ganz erhebliche Einschrinkungen 
bewirkt. Wir wollen einen Raum R, in welchem ein Mittel obiger Art definiert 
werden kann, einen m,-Rauwm nennen. Die Eigenschaft, m,-Raum zu sein, 
ist topologisch invariant; denn ist R’ vermége x’ = f (x) homéomorphes Bild 


1) G. Aumann, Grundlegung der Theorie der analytischen Mittelwerte. Sitz.-Ber. 
d. Bayer. Akad. d. Wiss., Miinchen 1934, S. 57. 
*) G. Aumann u. C. Carathéodory, Ein Satz itiber die konforme Abbildung mehr- 


fach zusammenhangender ebener Gebiete. Math. Annalen 109 (1934), S. 756—763. 
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von R, so ist m’ = { (m (f-1(2}), -. -» f-*(x,))) ein Mittel in R’, wenn m ein 
solches in Rist. Damit erweist sich die Frage nach der Struktur der m,,-Raiume 
als ein rein topologisches Problem. Man kann ihm noch eine andere Form 
geben: Welche Struktur hat ein Raum R, wenn sein n-faches topologisches 
Produkt R...R eine stetige symmetrische ,,retrahierende‘ Abbildung 
auf die ,,Diagonale“‘, d. h. auf die Elemente der Gestalt (z, .. ., 2) gestattet ? 

2. Wir betrachten zunichst unser Problem fiir die einfachsten Mannig- 
faltigkeiten, die Spharen. 

Satz 1. Auf der Kreislinie S‘ gibt es kein Mittel. 

Beweis. Aus Bequemlichkeitsgriinden sei S! der Kreis u2 + v2 = 1 
in einer u, v-Ebene, w(x) das BogenmaB are tanv/u im Punkt x = (u, v) 
von 81. Wir nehmen an, auf S! giibe es ein Mittel m(z,,..., z,,). Es seien 
Py, -++) Py, ® Punkte im Innern des Kreises und ¢ durchlaufe die Kreislinie 
einmal stetig im positiven Sinne; der zweite Schnittpunkt xz, = z,(t) der 
Sekante tp, tut dann dasselbe, h 1,...,”. Wir betrachten nun die Um- 
laufszahl U = = | dee (m(t)) der Abbildung m (t) m(x,(t),...; 2, (t)) 


von S! auf sich. Da sie stetig von den p,,..., p, abhangt, ist sie als ganze 
Zahl davon unabhangig und zwar gleich 1, 
wegen m (t)= 2, (t) fiir p, -+>= p,. Wir 
wihlen jetzt n verschiedene Punkte 9;,...,¢, 
auf S!. Dann ist aus denselben Griinden 
wie eben die Umlaufszahl der Abbildung 
m,(t M (Gi, -- +> Ug—a> Mlb), Wer1.-- +> Un) 
unabhangig von q;,..-,9j-1» Pi> Vi+1>-+->Un> 
und wegen der Symmetrie von m auch unab- 
hangig von ¢ also gleich einer ganzen Zahl U’. 
Lassen wir die p 


i 


radial gegen die entsprechen- 





den gq, streben! Wegen der gleichmaBigen 


Stetigkeit von m gibt es ein 6(e), e > 0, so Fig. 1. 

daB die Bogenentfernung von m (y;, ..., y,,) und 

m(y;,..-,Yy%) kleiner ist als ¢, sobald die von y, und yj kleiner ist als 6 (e), 
° 7: . 4 

i= 1,...,2. Wir nehmen ein e < an und lassen p, so nahe an q, heran- 


riicken, daB der Kreisbogen B,, den die kiirzeste Sehne durch p, um g, herum 
abgrenzt (siehe Fig. 1) kiirzer ist als 2 6 (e), und auBerdem die B, zueinander 
fremd sind. Dann gilt: 

1) Liegt ¢ auBerhalb B 
m (91, --->Q») entfernt. 2) Ist t auBerhalb aller B,, dann steht m(t) um weniger 


so z,(t) in B,; und m,(t) ist um weniger als e von 


als e von m (q;,.--,,) ab. 3) Liegt t in B,, so liegen die x,(t), 7 + 4, in B,, 


und die Entfernung von m (t) von m,(t) ist kleiner als e. 
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Demnach ist 

(1) | { dev (m,(t)) —22xU’| < 2e, 

By 
(2) | { dw (m (t))| < 2e, 

tj 

woC,,...,C, dien Restbogen bedeuten, die B, + --- + B, zu S! erginzen; 
(3) | { dw (m (t)) - { dw (m,(t))| < 2e. 

Bj Bi 


Addition dieser Gleichungen ergiot | 227U —n-22U'| <6ne, also 
|U —nU’'| <1, oder U=nU’ Wegen U = 1 ist das der gewiinschte 
Widerspruch. 

Unter Benutzung des ,,Abbildungsgrades im GroBen‘‘3) beweist man nach 
derselben Methode den entsprechenden Satz ganz allgemein fiir die k-Sphire: 

Satz 2. Auf der k-dimensionalen Sphére S*, k = 1, gibt es kein Mittel. 

3. Es folgen nun vier allgemeine Sitze, die fiir das weitere Studium der 
m-Riiume wertvolle Dienste leisten. 

Satz 3. Jeder Retraktteilraum eines m,-Raumes ist ebenfalls m,-Raum. 

Dabei hei&t ein Teilraum R’ von R ein Retraktteilraum, wenn es eine 
stetige Abbildung von R auf R’ gibt, die auf R’ die Identitat ist. Ist 2’ = f (zx) 
diese ,,retrahierende‘‘ Abbildung und ist m(z,,..., z,) ein Mittel in R, so 
ist ersichtlich / (m (x,,..., Z,)) ein solches in R’. 

Satz 4. Jede Komponente eines m,,-Raumes ist wieder m,-Raum. 

In der Tat, ist K Komponente (d.h. gréBte zusammenhangende Teil- 
menge) des Raumes R, in welchem ein Mittel m(z,,..., Z,) erklart ist, so ist 
das n-fache topologische Produkt K ...K zusammenhingend, daher auch 
sein Bild Kin R vermége der Abbildung z* = m(a,,..., 2,). K> enthilt 
offenbar K: K° > K. Wegen der Maximaleigenschaft von K gilt hier das 
Gleichheitszeichen. Also ist K mit demselben m wie R m-Raum. 

Satz 5. Es sei K ein zusammenhdngender k-dimensionaler Komplex und 
K seine universelle Uberlagerung. Mit K ist awh K m,-Raum. 

Bedeutet namlich g (x) die Abbildung, die K auf K durchdriickt ‘*), so 
hat die Gleichung g(z) = m(g(z,),....9 (z,)) eine Lésung z = M(z,,...,Z,); 
welche durch die Festsetzung M (Zp,..., %) = % fiir einen bestimmten 
Punkt Z) von K und durch stetige Fortsetzung wegen der Eigenschaften von 
K eindeutig wird5). Es gilt dann M (z,..., ) = z und M ist ein Mittel in X. 





%) Alexandroff-Hopf, Topologie I. Berlin 1935, 8. 461. 
*) Seifert-Threlfall, Lehrbuch der Topologie. Leipzig 1934, S. 181 
5) Kerékjérto, Vorlesungen iiber Topologie. Berlin 1923, vgl. S. 175. 
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Anwendung. Der k-dimensionale projektive Raum P* ist kein m-Raum, 
sonst wire seine universelle Uberlagerung S* ein solcher, im Widerspruch 
mit Satz 2. 

Satz 6. DieFundamentalgru p pe eines zusammenhingenden k-dimensionalen 
Komplexes K mit der m,,-Raum-Eigenschaft ist von der Art, dap jedes ihrer 
Elemente n-te Potenz eines bestimmten anderen ist. 


Sei Cy c K stetiges Bild der Kreislinie C vermége der Abbildung / (y), 
yauf C. Auf C seien Pi, ..., ph die Ecken eines reguliren n-Ecks. z* sei ein 
von diesen Ecken verschiedener Punkt von C, z der Diametralpunkt von z . 
Wir betrachten eine Deformation {p}} des Systems {p}}, 0 Ss < 1,h = 1, 

,n, so daB fiir s + 0 das System {p}} in den Punkt z hineinriickt: Wir 
setzen etwa die Liinge des Kreisbogens, der z und p}, verbindet, aber z nicht 
enthalt, direkt proportional s. Es bezeichne dann {p} (w)} das um den Winkel w 
gedrehte System {p}}. Nun betrachte man 


q(w;s) =m (f(p% (w)),.. +f (v;, ())) 


in R. Laiuft w bei festem s von 0 bis 22, so durchliuft g das Kreisbild C,. 
Es ist offenbar Cy homotop C,. Andererseits ist C,; homotop (C})", wo C; das 


Kreisbild vermége der Abbildung durch g(w;1), O0Sws =, bedeutet. 


Entspricht in der Fundamentalgruppe von K dem C, das Element a, dem Cj 
das Element a,, welches auf diese Weise dem a zugeordnet wird, so gilt 
a =a}. 

Zusatz. Istn’ Teiler vonn, soist offenbar jederm,-Raumauchm, -Raum. 
Es gilt also der vorstehende Satz in der verschirften Form, daB es zu jedem 
Element @ der Fundamentalgruppe und jeden Teiler n von n ein passendes 
Element a, gibt mit a = a". 


Bemerkung. Die Fundamentalgruppe der projektiven Ebene P2 hat 
eine einzige Erzeugende a, mit der Relation a2 = 1. Daher ist a = a*?*!: 
obiger Satz wiirde also in P? allenfalls ein Mittel von ungerader Argumente- 
tah] zulassen. Durch Satz 5 ist aber auch dies ausgeschlossen. Dagegen ist 
zu vermuten, da8 durch obigen Satz allein aus rein gruppentheoretischen 
Griinden alle anderen Flichentypen mit von der Identitaét verschiedener 
Fundamentalgruppe sich als Nicht-m-Raume erweisen. Ich habe dies nicht 
niher untersucht; wir werden weiter unten eine diesbeziigliche Betrachtung 
ohne Zuhilfenahme der Fundamentalgruppe durchfiihren. 


4, Die Siitze 1 bis 5 gestatten die Frage nach allen m-Riumen unter den 
eindimensionalen Komplexen und zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten 
volilstandig zu beantworten. 

Mathematische Annalen. 119. 16 
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Satz 7. Unter allen zusammenhdngenden eindimensionalen Komplezen K' 
sind die Baume die einzigen m-Réiume, und zwar ist jeder Baum fiir jedes n > 2 
ein m,,-Raum. 

Enthalt ein zusammenhingender linearer Komplex K! einen Zykel, 
so ist dieser Zykel Retraktteilraum von K1. Man realisiere nimlich K1 im 
dreidimensionalen euklidischen u,v, w-Raum, mache dabei den Zykelzum 
Kreis u2 + v2 = 1,w = 0, und lege den Rest von K! in das Gebiet u2 + v2> 1, 
Die Ebenen durch die Gerade u = v = 0 projizieren K! auf den Kreis. Nach 
Satz 1 und 3 ist also K! kein m-Raum. Ist andererseits K1 frei von Zykeln, 
d.h. ein Baum B, so realisiere man B durch rektifizierbare Bogen endlicher 
Linge. Zu je zwei Punkten z,, z. von B gibt es auf B genau eine kiirzeste 
Verbindung, und daher genau einen Punkt m = m (z,, x2), der von 2, und 2, 
gleiche Bogenentfernung hat. m (z,, Zz) ist ein Mittel von zwei Argumenten 
auf B. Daraus ergeben sich der Reihe nach mittels der Methode des (hier 
konvergenten) Erhéhungsalgorithmus*) Mittel mit 3, 4,... Argumenten. 

Satz 8. Unter allen zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten F (d.h. ge- 
schlossenen und offenen Flichen ) ist die offene K reisscheibe der einzige m- Raum. 


Beweis. Wir haben die folgenden Méglichkeiten zu unterscheiden: 
I. Jeder Riickkehrschnitt zerlegt F. 
II. Es gibt F nicht zerlegende Riickkehrschnitte : 

A. Jeder solche Schnitt ist einufrig. 

B. Es gibt nichtzerlegende zweiufrige Riickkehrschnitte. 

Fall lI. F ist schlichtartig und somit Teilgebiet von S27). 

1. F = 82; nach Satz 2 ist F kein m-Raum. 

2. F ist echtes Teilgebiet von S?: a) Mit einem einzigen Randstiick. 
Dann ist F topologisch eine offene Kreisscheibe, und darin gibt es fiir jedes n 
ein Mittel von n Argumenten, z. B. den Schwerpunkt von m Punkten. b) Mit 
mindestens zwei Randstiicken. Dann gibt es eine topologische Selbstabbildung 
von S2, bei der F in ein Gebiet iibergefiihrt wird, welches den Aquator enthilt, 
dagegen weder Nord- noch Siidpol. Der Aquator ist jetzt Retraktteilraum 
von F,, da man mittels der Meridiane F eindeutig und stetig auf ihn projizieren 
kann. 

Fall IIA. Jeder der fraglichen Riickkehrschnitte r, zerschneidet F 
in eine schlichtartige Fliche F’. Gabe es nimlich auf der aufgeschnittenen 
Fliche F’ einen Riickkehrschnitt r,, der F’ nicht zerlegen wiirde, so miiBte 


auch dieser einufrig sein. Die Komposition von r; und rg (wenn nétig mit 


*) G. Aumann, Aufbau von Mittelwerten mehrerer Argumente. I. Math. Annalen 
109 (1933), S. 239. 
7) 1.5), S. 165. 
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Hilfe eines Verbindungsweges v) zu r,vre v—! ergiibe einen zweiufrigen Riick- 
kehrsehnitt, der F nicht zerlegt, entgegen der Fallunterscheidung. Daher ist 
F’ schlichtartig, was bedeutet, daB F Teilgebiet der projektiven Ebene P2 
ist: a) F = P2, F ist kein m-Raum (Anwendung von Satz 5): b) F ist echtes 
Teilgebiet von P2. In der iiblichen Darstellung von P2 als Raum der Diametral- 
punkte von S? kann man ohne Beschrinkung annehmen, daB r; durch den 
Aquator dargestellt ist, dagegen der durch Nord- und Siidpol dargestellte 
Punkt nicht zu F gehért. Wieder ist r, Retraktteilraum von F. 

Fall ITB. Zu dem zweiufrigen Riickkehrschnitt r, fiigt man noch einen 
Riickkehrschnitt ro hinzu, der die beiden Ufer von r, verbindet. ra kann ein- 
oder zweiufrig sein. Man erhilt dadurch eine aufgeschnittene Fliche F’”’, 
die neben anderen Randstiicken auch ein Rechteck enthilt mit der Seiten- 
guordnung ryf2rjrg* mit k + 1; die vier Ecken entsprechen dem gleichen 
Punkt p von F. Um zu zeigen, daB r. Retraktteilraum von F, also F kein 
m-Raum ist, denken wir uns F”’ so dargestellt, daB r ry roriry' die Kontur 
eines ebenen Rechtecks ABCDA ist, dessen 
































inneres Ufer zu F”’ gehért, grenzen mittels 4 eae 8 
eines beziiglich des Mittelpunktes von r, ahnlich : T | 

gelegenen und geniigend benachbarten kleineren ae : 
Rechtecks r, A’ B'C'D’'A’ ein Ringgebiet R eS 

von F’”’ ab (siehe Fig. 2). Die Mitte M von AB 

verbinden wir mit der Mitte M’ von A’B’, | | a 2 
ebenso die Mitte N von CD mit N’, der von A W 

C’'D’. Nun bilden wir F”’ folgendermaBen auf ? y == 

r, = AB ab: Die Punktmenge Fig. 2. 


F” —(R+13) + MM' + NN’ 
wird auf M abgebildet, ferner CB auf B, DA auf A; im iibrigen schlieBen sich 


die Urbildmengen der restlichen Punkte von 7, stetig an die eben aufgefiihrten 
Grenzfille an, etwa so: Die Urbildmenge des Punktes S, beispielsweise zwischen 
A und M, ist der Streckenzug STUVWX, wobei S7' parallel MM’ mit T 
auf AM’, TU parallel M’A’ mit U auf AA’, UV parallel A’D’ mit V auf DD’, 
VW parallel D’N’ mit W auf DN’, schlieBlich WX parallel N’N mit X auf DN 
zu wihlen ist. S und X sind auf F”’ aquivalente Punkte, so daB durch unsere 
Abbildung auch eine solche von F auf r, gegebenist. Damit ist alles bewiesen. 

5. Da Satz 8 médglicherweise eine k-dimensionale Verallgemeinerung 
besitzt in dem Sinne, da jeder zusammenhingende homogene k-dimensionale 
m-Raum mit der offenen k-dimensionalen Vollkugel homéomorph ist, so 
diirfte die Klirung des m-Raum-Problems einen wertvollen Beitrag zum 


Homéomorphieproblem der k-dimensionalen Vollkugel liefern. 


(Fingegangen am 13. 6. 1943.) 








Uber einige Determinanten aus der 
Theorie der mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten. 
Von 
Josef Lense in Minchen. 

Constantin CaraTHRopoRY zum 70. Geburtstag gewidmet. 

Es sei 
Z = 2(t4,, Me,...; thn) 


eine Mannigfaltigkeit V,, des euklidischen R,. Wir betrachten die Deter. 


minante : 
2 
Xu, Xu Zus it Zu tum Eu 2u, uy, 
2 
Zu, Eu, Lue ai Lua Zum Xu. Zu. ty, 
GC, — . ’ 
9 


Lum =u; Zum Zu» ¥ : Lum Lem Xu uy) . | 


wobei in jeder Zeile und Spalte alle Ableitungen des Vektors x bis zur 


m+ 
Ordnung k auftreten mégen. G, hat also g = m+ (” e ') ferret 
+ ‘7 7: ror ') Zeilen und Spalten. Fiihrt man an Stelle der Parameter u, 


andere Parameter u, mit nicht verschwindender Funktionaldeterminante D 
ein und bedeutet G@, die G@, entsprechende Determinante fiir die neuen 
Parameter «’,, so ist 

G, = D?G;. 
Diese Beziehung soll im folgenden bewiesen und zugleich 2 p bestimmt werden. 
Dazu benétigen wir zuerst einen Hilfssatz aus der Invariantentheorie. 


§ 1. 
Hilfssatz. 
Es sei 
PO, Gas ss os s)= 2 Gigs 2, 8,... 
eine Form k-ten Grades der n Unbestimmten 2,, 2, ..., £,, wobei Koeffi- 


zienten a,,, , die sich nur durch die Reihenfolge der Zeiger unter- 
scheiden, gleich sein mégen. Die Form hat iy + : Zs ') Glieder. An Stelle 


der z, fiihren wir durch die Gleichungen 


n 
z,= <£ A,,z,, Det.|A,,| + 0, u,v» =1,2,...,9 


| 
u Jae uy 





ne 


«lee 


ffi- 


elle 
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neue Unbestimmte z’, ein. Dann erhalt man 


v , ‘ , 
f(%y,%_,---,%e) = & Gy, ee..., 
4, mM, %, . 
wobei 
(1) Qins = 2 a2, _4,,4,,4,,.--- 
@, 8, 7, «> 
ist. Neben f{(2,, 2% g,...,2%,) betrachten wir noch andere solche Formen 
k-ten Grades g(2,, 2% ,...,2%,), h(2%1,%e,...,2%n),.-. mit den Koeffi- 
: n+k—) : 
tienten b,,, + Cigy >+++> im ganzen ( 7 k ) derartige Formen, 
f(y, Zq,---,%_) eingerechnet. Fiir die Koeffizienten der Formen in den 


neuen Unbestimmten gelten ahnliche Beziehungen wie (1). 

Wir bilden nun die Determinante B der Koeffizienten a,,, ,b:,, 5+++> 
die Koeffizienten jeder Form in derselben Reihenfolge geschrieben, wobei 
wir solche Koeffizienten, die sich nur durch die Reihenfolge der Zeiger unter- 
scheiden, bloB einmal aufschreiben. Die aus den entsprechenden Koeffi- 
zienten a;,, + Bi,, 5 +--+. ebenso gebildete Determinante B’ unter- 
scheidet sich von B geméB dem Multiplikationssatz der Determinanten 
um einen Faktor, der ein Polynom in den , ist. Nach einem Satz der 
Invariantentheorie!) ist dieser Faktor (Det. |A,,|)*, wobei sich durch 


as » Sle ') ergibt2). 


Wir wollen diesen Satz auf die Ableitungen des Vektors x anwenden. 


Abzihlen der Gradzahlen t = ( 


Man hat fiir die Ableitungen k-ter Ordnung 


Ou Au, Ou! 
(2) Lujuyuy... = Bs Kug up uy -. i, actos Bat oe 


a, FY «<. Ou, Oty Ou, 


Ou, Ou, Ou’ ; , 
—— 1 .--- gebildete Determinante hat 


Die aus den Koeffizienten — - 
Ou, du, du, 





' ae ~ ') Zeilen und Spalten und ist nach dem eben bewiesenen Hilfs- 
m+k—1 
satz pi =e 
§ 2. 
Beweis. 


G, 14Bt sich als Quadrat einer Matrix von g Zeilen und » Spalten schreiben. 
In jeder Zeile stehen die » Komponenten einer der Ableitungen bis zur Ord- 
nung k. In den neuen Verinderlichen geschrieben hat diese Matrix folgende 
Gestalt : 


1) R. Weitzenbick, Invariantentheorie. Groningen, P. Noordhoff, 1923. 8S. 11. 
2) Ein anderer Beweis dieses Satzes findet sich bei A. Hurwitz, Math. Annalen 45 
(1894), S. 381—404, insbesondere 8S. 391. 
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. . r Y Ou; . 
In der ersten Zeile stehen die Komponenten von y o.8 ——; in der 
@e¢ u, 


@ 


: —_ y’ ou 
> > 2 < , @ ; y i j 
zweiten Zeile stehen die von ty! , usw., in der m-ten Zeile die von 
,- a 0 ty 
, Au’ Y Ou', Ou; 
‘ Ze’ —, in der (m+ 1)-ten die von » X,,’ ao + ee, usw 
aa Me Ou. ~ bal “8 Ou, OU, ; 
a a, 


Durch lineare Kombination der ersten m Zeilen kann man es wegen D + 0 
erreichen, da in jeder Zeile nur einer der Vektoren x,’ , x,', ..., %y,, steht 
unc daB alle auftreten, ohne an den Determinanten der Matrix etwas zu 
iindern. Jetzt kann man ebenso die Ableitungen erster Ordnung von x aus 
den iibrigen Zeilen entfernen und dann die Glieder in den ersten m Zeilen 
wieder so herstellen, wie sie waren. Das Gleiche liBt sich mit den nichsten 
‘ = *) Zeilen und den Ableitungen zweiter Ordnung machen, weil die De- 
terminante der Koeffizienten D™*! + 0 ist, usw. So erhilt man schlieBlich 
eine Matrix, die in jeder Zeile nur die Ableitungen héchster Ordnung von x 
enthilt und deren Determinanten dieselben sind wie die der urspriinglichen 
Matrix 

Nach einem bekannten Determinantensatz ist G, = G,, = 0 fiir g >a, 
dagegen ist G, fiir g < » die Summe der Quadrate aller Determinanten, die 
man aus der genannten Matrix derart bilden kann, daB man immer alle 
q Zeilen und alle Kombinationen von qg Spalten nimmt. Eine solche De. 
terminante laBt sich aber gemiB der eben vorgenommenen Umformung nach 
dem Multiplikationssatz als Produkt zweier Determinanten schreiben, wovon 


die eine in den einzelnen g Spalten die gq Komponenten der g Vektoren 


(3) Eye Fuss ee Tyee Sata 


(alle Ableitungen bis zur Ordnung k) enthalt, waihrend 





die andere aus k langs der Diagonale aneinander- 
gereihten Kistchen besteht und sonst lauter Nullen 
enthalt 











In dem ersten Kiistchen, bestehend aus m Zeilen 


Fig. 1 und Spalten, stehen die Elemente von D, in dem 


m+1\,. . 2s 
zweiten, bestehend aus ( ai ) Zeilen und Spalten, die in (2) auftretenden 


’ , m+k—1\, . 
Koeffizienten fiir k = 2, usw., in dem letzten, bestehend aus ({ ) Zeilen 


und Spalten die Koeffizienten aus (2). Die Determinante ist also 


m+k 1 
D-pe** .. pi! r-1 ) DP, 


wenn 


m+] +2 m+k—1\ 
- y+ (™4 y+ (PFS ) 





ist. 
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ist. Es laBt sich somit aus der obigen Quadratsumme D*? herausheben und 
es bleibt die Summe der Quadrate der Determinanten iiber alle Kombinationen 
von g Komponenten der Vektoren (3) tibrig, d. h. wir erhalten GC, = D*? G'.. 
Damit ist der Satz bewiesen und gleich die Zahl 2 p bestimmt. 


§ 3. 
Geometrische Deutung. 
Ein R 
Punkte P ausgehenden Vektoren 3, (u = 1,2,...,m) aufgespannt werden. 


Ein beliebiger solcher Vektor hat also die Gestalt 2 Zu 3u: das Bogen- 


ul 


m 


des komplexen euklidischen R, mége durch die von einem seiner 


m 


ist daher 2 3,3,dz,dz,. Ist r der Rang der Determinante 
1 


v= 


element des R 


m 


Det. |3,,3,/, der R,, somit isotrop vom Rang r, so kann man durch eine 
passende lineare Substitution diese quadratische Form auf eine Summe 
von r Quadraten bringen oder geometrisch gesprochen, man kann an- 
nehmen, daB die m Vektoren 3,, in folgender Weise normiert sind: 


(4) ge a= gi a= --- = =1, 3,,=8,.=°°' = 3% =, 
Bus ds 0 (u +»; w, vy = 1, 2, ..., m). 


Der in P auf dem R 


der Gleichungen 


senkrecht stehende Raum wird durch alle Lésungen n 


m 


n3, = 0 
gebildet, ist also ein R,_,,. Will man den Schnittraum des R,, und R,,_,, 
penn ora z z,,34 2v setzen, erhilt daher die m Gleichungen 
m 
A, 24 3u3, = 9. 


somit m — r linear unabhingige Lésungen. Als solche kann man aber wegen (4) 
ee ee 3,, Wahlen, d.h. der Schnittraum ist ein voilisotroper R,,_,. 
Der R,, und R,,_,, im Punkte P durch 
einander wechselseitig eindeutig bestimmt sind, gilt fiir die Dimension ihres 


m Sei isotrop vom Rang?’ Da der R,, 


Schnittraumes m — r = n — m — 17’, alsor n—2m-+pr,d.h. der R,_,, 
ist isotrop vom Rang n — 2m + r. 

Die qg Ableitungen des die V,, darstellenden Vektors x bis zur 
Ordnung k sind 


(6) Eur kus <-> Rugs Eupuye so 
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Unter ihnen mége es s linear unabhingige geben. Es ist immer m S s < 4. 
Ferner sei 


$= 2; Xu, T Teku, 3 ihcetes. Lm Xu, 2 Lm +1%u, uy » a 


Die Vektoren (6) spannen den Schmiegraum k-ter Ordnung der V,,, in einem 
ihrer Punkte auf, er ist ein R, , sein Bogenelement ds?, G, also die Diskriminante 
von ds?. Der R, ist infolgedessen isotrop vom Rang r, wenn r den Rang 
von G, bedeutet. In § 2 wurde G, als Summe von Determinantenquadraten 
berechnet, in deren g Zeilen die Komponenten der Vektoren (6) stehen. Der 
Rang dieser Determinante ist also < s, somit ist immer auch r < s. Nach 
dem obigen ist der Normalraum des Schmiegraumes ein R,,_,, isotrop vom 
Rang » — 2s + r und hat mit dem Schmiegraum einen vollisotropen R,_, 
gemeinsam. G, = 0 bedeutet sonach fiir s = g, da es mindestens einen von 
null verschiedenen Vektor des Schmiegraumes gibt, der auf dem ganzen 
Schmiegraum senkrecht steht. Er ist natiirlich isotrop. s? = 0 liefert alle 
isotropen Vektoren des Schmiegraumes, G, ist die Diskriminante dieser in den 
xz quadratischen Gleichung. 


(Eingegangen am 19. 4. 1943.) 
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Das Volumen von gewissen Polyedern. 


Herrn C. CaraTufopory in alter Freundschaft zum 70. Geburtstag 
am 13. September 1943 gewidmet. 
Von 


Heinrich Tietze in Minchen. 


§ 1. 
Einleitung. 


1. Werden in der Ebene cartesische Koordinaten 2,, 2 zugrunde gelegt 
und sind a}, @; , @, @ vier positive Zahlen, die den Ungleichungen aj, < a, , 
a; <@, geniigen, dann ist durch 


e..** , ‘of 
(1) G14 + G, Ag — 4,4, 


der Inhalt des Polygons gegeben, das die Vereinigungsmenge der Rechtecke 
0<2, Sa\, 0S 2% Say, und 0S 2, Saj, 0S 2 Say darstellt. Um 
eine Verallgemeinerung dieser Formel handelt es sich in den folgenden 
Zeilen (vgl. unten Satz 1, Nr.4 und Satz 2, Nr. 14)!). Der eigenartige Typus 
von Polynomen F,,, der dabei auftritt (§ 2), interessiert vielleicht mehr als 
die speziellen n-dimensionalen Polyeder, deren Volumen durch jene Sitze 


bestimmt wird. Von etwas allgemeineren Polyedern ist in § 4 die Rede. 

2. Nehmen wir zuniachst den Fall von 3 Dimensionen. Sei 
Xe = (x°, 28, 2?) ein Punkt im I. Oktanten eines cartesischen Koordinaten- 
systems (z° > 0 fiir »y = 1, 2, 3); mit k (X°) werde das rechtwinklige Parallel- 
epiped 0 < < x (y 1, 2,3) bezeichnet2). Sind dann 9 positive Zahlen 
a? (y = 1, 


geniigen, so betrachten wir die drei Punkte 


wr 


Zz 
, 
2,3, B = 1, 2,3) gegeben, die den Ungleichungen a, <a, <a 


’ 


(2) P, = (@, 9,4, ), P, = (a, ,@3,43), Ps = (@, , dy , a3) 


nebst den zugehdrigen Parallelepipeden k (P,). Wir fragen nach dem Volumen 
jenes Polyeders, das durch die Vereinigung dieser drei Parallelepipede dar- 
gestellt ist [vg]. Nr. 18, Formel (67)] und behandeln sogleich die entsprechende 
Frage in n Dimensionen. 

Nennt man zwei Punkte X, Y ,,unabhangig‘‘, wenn weder X zu k(Y), 
noch Y zu k(X) gehért, so stellen P,, P., P; ersichtlich einen besonderen 








1) Wegen des Zusammenhangs mit anderen Fragen siehe Nr. 18, Anm. 30. 
2) Im Raum von n Dimensionen bedeutet k (X°) das analog definierte n-dimen- 
sionale rechtwinklige Parallelotop. 
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Fall eines Tripels paarweise unabhaingiger Punkte dar, und unser Gegenstand 
ist ein Sonderfall der allgemeinen Frage nach dem Inhalt der Vereinigung 
der Parallelotope k(P) fiir eine beliebige Anzahl unabhingiger Punkte P 
des n-dimensionalen Raumes’3). 


3. Zwecks bequemer Darstellung der herzuleitenden Inhaltsformel 


fiihren wir eine abkiirzende Bezeichnung fiir gewisse Polynome ein. Gegeben 


seien n (nicht notwendig verschiedene) der Folge 1,2,...,” entnommene 
vr « ” - . z ™ o - . . 
Zahlen 4, und n2 Variable * (1 < »y <n, 1S B sn); dann bezeichnen wir 
das Produkt th'1) gh) e 7 zur Abkiirzung auch mit 
(3) (A, , Ag... +, 4_) = GY &™ .. . Oe 


und wir bezeichnen mit 
(4) aa x: egal 


die Summe iiber alle verschiedenen Produkte, die man aus dem Produkte (3) 
durch zyklische Vertauschung der Indizes der A, [oder, was auf dasselbe 
hinauslauft, durch zyklische Vertauschung der unteren Indizes der f’] erhalt*). 


Beispielsw eise ist5) 


(5 a) 1,2,3)=%&t +44 &+ bt 
= (1, 2, 3) + (2, 3, 1) + (3, 1, 2) 
(5 b) 1,2,1)=&4%6+4644+46%64 
(1, 2, 1) (2,1, 1) is. 3. 
(5 c) (1,1,1) = 44 =(1,1,1 
(5 d) L21MW=—AeR Re +h th 


(1, 2, 1, 2) + (2, 1, 2, 1). 


>) Vgl. Nr.19. Hierbei mag noch auf die Ausfiihrungen iiber komprimierte 
Mengen in Sitz.ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Jahrg. 1940, S. 69—131, Systeme von 
Partitionen und Gitterpunktfiguren Il. Komprimierte Gitterpunktmengen, § 3, S. 74ff. 
hingewiesen werden: Bei Wahl des Bereiches 2, > 0,..., 2, 20 als Grundmenge 
ist die Vereinigung J7 der Parallelotope k (P) nichts anderes als die 1. c. 8. 77, definierte 
,.komprimierte Hiille‘ der Menge der Punkte P; diese Punkte P bilden dabei, weil 
unabhangig, nicht nur eine ,,erzeugende Menge‘‘ von J7, sondern speziell auch deren 
,.Deckungsmenge“ PD (/7). 

*) Die Anzahl der Summanden in (4) ist offenbar gleich p, wenn p die kleinste 
positive ganze Zahl ist, fiir welche simtliche n Gleichungen 


: : ma 1 . ait 
4, FA, ,USr<n - p+1), A, A+ p—n(® P+1lsrsn) 
gelten. 
5) In der angeschriebenen Gleichung (5a) und dasselbe gilt von (5b), (5c) 
und (5d) sind aus dem ersten Summanden rechts die spateren durch zyklische 


Vertauschung der Indizes der 4, gewonnen. Statt dessen hatte zyklische Vertauschung 
der unteren Indizes der (\?) dieselbe Summe in der Gestalt t;t5 t's’ + tyty' 4+ tty tq’ 
ergeben. 
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Ersichtlich bleibt der Ausdruck (4) bei zyklischer Vertauschung der Indizes 
der A, ungeandert: 





(6) = eee 2) eee ae 
Wir werden es spaterhin nur mit solchen Systemen von n Zahlen A, zu 
tun haben, unter denen stets die Zahl 1 vorkommt und bei denen fiir 1 < » <n 


stets A,, , einen der beiden Werte 4, + 1 oder 1, ferner A, stets einen der 
beiden Werte A, + 1 oder 1 hat. Indem man nétigenfalls (wenn nimlich 
A, = list) von zyklischer Vertauschung gemaB (6) Gebrauch macht, kann man 
dann die Summe (4) in der Gestalt schreiben: 


(7) aa SS eee ere ee ae 
wobei 
(8) lsssn und o,+°-::+o0,=n 


ist. Derartige Summen liegen in allen Formeln (5a) bis (5d) vor; beispielsweise 


ist m = 3, 3 = 2, o, = 2, og = 1 in Formel (5b). Natiirlich bleibt die 
Summe (7) ungedandert bei zyklischer Vertauschung der Zahlen o,, a2, . . ., ;, 


so daB beispielsweise [1, 2,1] = [1, 1, 2] ist. 


Zur Bezeichnung der Summen (7) fiihren wir noch die Abkiirzung ein: 


(9) ae Se ieee , tere, {01,02,..+,0 


demgemaB sind beispielsweise die Summen (5a), (5b), (5c) und (5d) mit 


{3!, {2,1}, {1, 1,1} und {2, 2} zu bezeichnen. Offenbar gilt: 


(a) Zwei Ausdriicke {o,,....,¢,} und {0,,...,0,} sind dann und nur 


r 


: : = (3 
dann einander gleich [d.h. sie stellen dasselbe Polynom in den Variablen ¢)” 


dar], wenn #4 s ist und die Folge der Zahlen 0,,,...0, mit der Folge der 
Zahlen o,,...,0, tibereinstimmt oder aus ihr durch zyklische Vertauschung 


hervorgeht 


4. Der Satz, den wir nun beweisen wollen, lautet®): 

6) Vgl. die vorlaufige Mitteilung ,,iiber das Volumen der Vereinigungsmenge 
gewisser Parallelotope“, Sitz.ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Jahrg. 1941, 8S, 23*, Sitzung 
vom 15. November, Punkt 5. [Wenn iibrigens dort die Koordinaten a?) des Punktes P, 
durch f + «=v (mod n) festgelegt wurden, so bedeutet die nunmehr durch (11) 
oder Anm. 8 gegebene Kennzeichnung nur eine Umnumerierung der P,, was spater 
beim Beweis in Nr. 17 die Anpassung an die Bezeichnungen im Hilfssatz 4, Formel (63) 
erleichtern soll.] Uber die unten mit F,, bezeichneten Polynome wurde ebenda 
berichtet in Jahrgang 1942, S. 3*—5*, Sitzung vom 14. Februar, Punkt 3: ,,Uber die 
Eigenschaften einer besonderen Klasse von n-fach linearen Formen F,, von n Systemen 
von je n Veranderlichen“ (ebendort ein Hinweis auf die Frage nach der Anzahl zyklisch 
verschiedener Partitionen einer Zahl n). 
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Satz 1. Seien n2 positive Zahlen a\” gegeben (1 < » Sn, 1 < B Sn), 

die den Ungleichungen geniigen ”) 
(10) a? < gt) (lsvin, 1S 8 <n). 
Im Raum mit den cartesischen Koordinaten 2x,,..., 2, betrachten wir die 
Punkte®) 

a Er sme 
(11) a PETE T ES a ee qnet™), 

a OE PITT ee a 
und die zugehdrigen n Parallelotope®) k(P,). Sei ferner — unter Verwendung 


der Bezeichnung (9) in Nr.3 — das Polynom F,, = F(t) in den n? Variablen t® 
definiert durch 


(12) F(t) = Z (— 1)'*" {o,, ..., a, }, 


wobei die Summe tiber alle verschiedenen) den Bedingungen (8) geniigenden 
Ausdriicke {o,,..., 0} zu erstrecken ist. Der Inhalt V der Vereinigungsmenge 
aller n Parallelotope k(P.,) wird dann gegeben durch 


(13) V F(a), 


wenn F’,,(a) den Wert bedeutet, den das Polynom F, (¢) fiir die Werte ( = a” 
der Variablen t® annimmt. 


§ 2. 
Eigenschaften der Polynome F,,. 
Beziehungen zu anderen aus ihnen hergeleiteten Polynomen, 


5. Um Satz 1 zu beweisen, beschiftigen wir uns zunichst mit den ge- 
miB (12) erklirten Polynomen F,,(t) in den n? Variablen (1 < » Sn, 
1spsn). 


*) Die Inhaltsformel (13) bleibt tibrigens giltig, wenn in den Ungleichungen (10) 
das Zeichen < durch S ersetzt wird. Doch werden die Punkte (11) dann nicht allemal 
unabhangig sein; vgl. auch Nr. 23. 

*) Die Koordinaten ai?) des Punktes P 
=n—2-+1 (mod n). 

®) Vgl. Anm. 2. 

1) Siehe Nr. 3, Satz (a). 


, lassen sich kennzeichnen durch # — v 
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Ganz allgemein wird man, wenn man fiir irgendein System der A,, . . ., A,, 
das Produkt (3) mit einer Konstanten c, | ,, multipliziert und eine 


iiber solche Systeme (A) der A,,...,A, erstreckte Summe 
4 asl (21) (an) 
(14) % C15, opin (as «+9 An) = i i ... fn 


bildet, ein Polynom erhalten, das fiir jedes einzelne » in den Variablen 
t,t, ,..., linear-homogen ist, und umgekehrt hat natiirlich jede in diesem 
Sinne n-fach lineare Form die Gestalt (14). Die Besonderheit unserer Polynome 
F,, (t) liegt dann — abgesehen von den speziellen Werten + 1 der Koeffizienten 


Ci... a, — erstens darin, da F,, durch die oben bei (4) erkliarten Summen 
in der Gestalt 


Jey san [A, p+ ey An] 


darstellbar ist; zweitens darin, daB jedes A, fiir 1<» <n nur einen der 
Werte A,_, + 1 oder 1, sowie A, nur einen der Werte A, + 1 oder | hat: 
Die in den Gliedern + (A,,...,A,) von F,,(t) auftretenden Systeme von 
Zahlen A,,..., A, werden also — bis auf zyklische Vertauschung — dadurch 
gewonnen, da8 man mit 1 zu zihlen anfingt, gegebenenfalls aber abbricht 
und neu mit 1 zu zahlen anfiingt, wieder abbricht usf. 

6. Aus dem zuletzt Gesagten ergeben sich die’ folgenden fiir das Spiitere 
(s. Nr. 8) niitzlichen Bemerkungen (b,) bis (e), die sich auf das Auftreten von 
Veriinderlichen ¢” mit 8 > v bzw. 8 = v in einem Glied von F,, beziehen. 

(b;) Wenn in F,, in einem Glied + (A,,..., A.) = + 14, , , gn) die 
Zahl A, 1 ist, dann ist A, < » fiir alley (1 < » <n). Es tritt also in dem 
betrachteten Glied keine Verinderliche ¢ mit £ > » auf; umgekehrt sind 
die Glieder mit 2, = 1 — das sind also die Glieder von der Gestalt 


(15) ee ee ee —— 


- auch die einzigen, die keine Veranderliche ¢ mit pov enthalten, da ja 

andernfalls, wenn 4, >1 ist, bereits ¢@) eine solche Veranderliche ist. 

(b,) Ist andrerseits in einem Glied + (A;....,4,) = + ev eg . an) 

von F,,, das erste Element A, eine Zahl h => 2, so daB wir es mit einem Glied 
von der Gestalt!) 


a age eee ees _ = 


(mit o, 2h) zu tun haben, dann sind die am Anfang stehenden Elemente 
A,=v+h—1 fir »=1 bis » =o, —h+1 die einzigen, fiir welche 
1, > v ist; die entsprechenden ¢@? = ¢’**-» fir 1 <» So, —h +1 sind 


also die einzigen Veranderlichen “” mit £ > v. 


11) Falls ¢ = 1 ist, dann ist statt (16) einfach + (h,...,0,,1,...,4 —1) zu 
schreiben. 
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(c) Da in einem Glied + (A,,...,A,) +t... #2”) von F,, alle 
A, <n sind, so befindet sich jedenfalls 4” nicht unter denjenigen Verander. 
lichen ¢, fiir welche Bp > » ist. 


(d) Die Bemerkungen (b,), (bs), (¢) zusammenfassend kénnen wir sagen: 


In einem Glied!2) 


(17) + (A,,..-, Ay) + (A, A; 1,...,4,; +m — 1,1, A 


von F,, erhilt man die Verinderlichen ( mit 8 > y, wenn man, falls 4, > } 
ist, die ersten m Elemente /,,...,4,; +m —1 nimmt (also die Elemente, 
die vor der ersten 1 stehen); ihnen entsprechen die Veranderlichen ¢¢” 


PP, sal 
(4i+™-) also 4 mit 1 <»<m und B= ¥r+A,—1 >>»; dabei ist stets 


m <n. Ist jedoch 4, = 1, so treten Verinderliche ¢” mit £ > y in (17) 
iiberhaupt nicht auf 

(e) Analog erhalt man in einem Glied (17) von F,,, die Veranderlichen 
i” mit @ > yr, wenn man gleichgiiltig, ob A, > 1 oder A, = 1 ist, die 
ersten m Elemente /,,..., A, +m 1 nimmt; das ist also, mit dem 
Anfangselement A, beginnend, die erste Gruppe von Elementen, bei denen 
weitergezihlt wird und die so weit reicht, bis neu mit 1 zu zaihlen begonnen 
wird!3), Die entsprechenden Verinderlichen sind Av), - ~~ rm-l) also 
mit l1<»sm und p= vr+A,—1l2r. 


7. Mun kann eine n-fach lineare Form (14) nach den Variablen  : 


,{™ geordnet denken. Dabei wird fiir n > 2 der Koeffizient von hal 


gegeben durch 


> - ] | S" (2,) An -1 

fo Cx, .. de 1, & Ade s+ +s An—a) mC, ine pn ++ bts 
die Summe erstreckt iiber alle jene Systeme (A) von Zahlen A,,..., A, fiir 
welche 4 h ist. 


*n 


Im besonderen kénnen wir F, (fiir n > 2) auffassen als Linearform 


" 


n 


ps Cc had in den Verinderlichen ¢,,t,, .. fe”, wobei die Koeffizienten 
h=zl 


am) : cv 
n sity ’ 


. 


(t) Polynome [und zwar (n 1)-fach lineare Formen] in den Ver- 
iinderlichen ¢” mit » < » sind. Wir wollen sehen, wie diese Koeffizienten C\” 


mit Hilfe der Polynome F, fiir » < n bestimmt werden kénnen!*). Schreiben 


12) In dem Falle, daB m n und dann notwendig A, = 1 ist, entfallen in (17 
die auf 4, + m — 1 folgenden Elemente 1,..., A,. 

13) Hier kann es sehr wohl vorkommen, wenn es sich namlich um das Glied 
(1,2,...,8) =G t, wo handelt (also fiir 2, = 1, m = n), daB die Gruppe alle 
Elemente bis zum letzten, /,,, umfaBt, 

4) Wie wir sehen werden, wird sich so die Bestimmung der Polynome F, (t) 
rekursorisch auf 
(18) F,(t) = {1} = (1) = 4, 
zuriickfiihren lassen. 
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wir, da dies bequemer sein wird, n + 1 statt m, so handelt es sich fiir n > 1 
und jedes h(1 Sh Sn+1) um die Bestimmung des Koeffizienten C” , 
von { , im Polynom F,,,,. Ehe wir die hierauf beziiglichen Sitze (Hilfssatz 1 
und 2, sowie 1* und 2* in Nr.9 bis 11) entwickeln, sind gewisse Polynome 
einzufiihren [siehe die Festsetzungen (f,) bis (f;) in Nr. 8], die sich aus den 
Polynomen F,,...,/, in einfacher Weise herleiten lassen. 

8. Seien also die Polynome F, (l= p =n) gegeben. Dann treffen wir 
folgende Festsetzungen: 

(f,) Sei l Sp <n. Es bedeute H,, , jenes Polynom, das man aus F, 
dadurch erhalt, daB man jede Verinderliche ¢ mit 8 > » durch (@*+"-?+» 
und jede Veranderliche i?) durch das Produkt HOR .. LG7*~P exsctat. 
Je nachdem also [gema8B den Bemerkungen (b,), (b.) und (d) in Nr. 6] ein 
Glied +(A,,...,A,) in F, die Gestalt (15) oder die Gestalt (16) hat15) 
entspricht ihm in H 


n,p ein Glied von der Gestalt 


ol gi Se eee 1, . «5 Gor Gq + 1,.. +3 Op + — p) 


bzw. von der Gestalt 
(— 1P**'h +2 — p+il,...,6, +2 —p+l1,l,...,6¢,.... 
[ee See se er ee 


(f.) Im besonderen sei H, = H das Polynom, das aus F,, entsteht, 


(8 +1) 
, 


n,n 
wenn man jede Verinderliche t mit 8 > v durch f ersetzt. Einem jeden 


Glied aus F,, von der Gestalt (16) entspricht also in H,, das Glied 
Oy (— if" + 1,..1Gc + 0, ly. <coSee oe os a er = sor cs 


wihrend jedes Glied aus F,, von der Gestalt (15) sich in H,, unverandert 
wiederfindet. 
(f,) Es sei H* das Polynom, das aus H, gewonnen wird, wenn jede Ver- 


inderliche ¢*” durch ¢*” ersetzt wird. Es entsteht also H* aus F,,, wenn 


man jedes ¢ mit 8 => » durch ¢°*” ersetzt. Einem Glied aus F,, von der 
Gestalt (15) bzw. (16) [vgl. die Bemerkung (e) sowie (b,), (b,) in Nr. 6] ent- 


spricht also in H* das Glied 16) 


(20) SF ae TE 2 ee eee iy Xaag tn 
bzw. das Glied (19). 

(f,) Es bezeichne K,, die Summe aller derjenigen Glieder + (A, ..., An) 
=+f),.. gn) aus F,, fiir welche A, = 1 ist, die also den Faktor ¢, haben. 
Es sind das somit [gemaB (b,) Nr. 6] alle Glieder aus Ff’, von der Gestalt (15). 


5) Da es sich jetzt um Glieder von F,, (an Stelle von F,,) handelt, ist natirlich 
fan Stelle von (8)}: 
l1sSesSp und o,+°::-+o0,=p. 


1%) Im Falle s = 1, 0, = n ist statt (20) einfach + (2,...,0, + 1) zu schreiben. 








228 H. Tietze. 


(f,) Es bezeichne K* das Polynom, das aus K,, entsteht, wenn jede Ver. 
iinderliche ¢® durch ¢¢*” ersetzt wird. Wie man aus (f,) erkenat, kann somit 
K* auch erklirt werden als die Summe aller derjenigen Glieder + (A,, . . ., A,) 

+ tf... 2” aus H*, fiir welche 1, = 2 ist, die also den Faktor ¢; haben 
Es sind das also [vgl. (f,)] alle einem Glied (15) von F,, zugeordneten Glieder (20), 

AuBer den hiermit eingefiihrten Hilfspolynomen H, ,, H*, K,, K*, 
verwenden wir an spiterer Stelle (Satz 2, Nr. 14 und 15) noch die folgender. 
maBen erklirten Polynome G,, ,: 


(f,) Es bezeichnen G,, , jenes Polynom, das aus F, entsteht (1 < p <n), 


wenn jedes ¢” mit 8 > » durch (@*"-” ersetzt wird, sowie jedes i durch 
(8) (8 + 1) (8 +n — p) Prates sah i i 
Pp wes ... O67"? Ersichtlich ist dabei G, , = F,,. 


Um einige Beispiele fiir die gema8 den Festsetzungen (f,) bis (f,) herzuleitenden 
Polynome zu geben, gehen wir aus von 
(21) F, {3} {2,1} + (1,1, 1) 
(1, 2, 3) + (2, 3, 1) + (3, 1, 2) — (1, 2, 1) (2, 1, 1) — (1, 1, 2) + (1, 1, 1). 


GemaB (f,) und den Bemerkungen (b,), (b,), (d) ergibt sich daraus: 


(22) Hs = Hsz,3 = (1, 2,3) + (3, 4, 1) + (4, 1, 2) — (1, 2, 1) — (3, 1, 1) 
— (1, 1, 2) + (1, 1, bj, 
sowie gem&B (f,): 
Hy, (1, 2, 3, 4) + (4, 5, 1, 2) + (5, 1, 2,3) — (1, 2, 1, 2) — (4, 1, 1, 2) - 
— (1, 1, 2,3) + (1, 1, 1, 2). 


Analog erhalt man aus 


(23) F, = (2) — (1,1) =(1,2)+(,) -(,b 
gem&B (f,) das Polynom 
(24) H»,2 (1, 2, 3) (4, 1, 2) — (1, 1, 2). 


Weiter erhalt man aus (22) bzw. (21) gemaB (f,): 
(25) H} = (2,3, 4) + (3, 4, 1) + (4, 1, 2) — (2, 3, 1) — (3, 1, 1) — (2, 1, 2) + (2, 1, )). 
Ferner ergibt sich aus (21) gemaB (f,): 
(26) K, = (1, 2,3) — (1, 2, 1) — (1,1, 2) + (1, 1,1) 
und hieraus oder aus (25) gem&B (f,): 
(27) KZ = (2, 3, 4) — (2, 3, 1) — (2, 1, 2) + (2, 1, 1); 
schlieBlich erhalt man aus (21) gemaB (f,): 
Gs, (1, 2, 3, 4) + (3, 4, 1, 2) + (4, 1, 2,3) — (1, 2, 1, 2) — (3, 1, 1, 2) - 
— (1, 1, 2, 3) + (1, 1, 1, 2) 


9. Fir die in Nr.7 eingefiihrten Koeffizienten C” 


n+ gelten nun die 


folgenden Siitze: 
Hilfssatz 1. Der Koeffizient C’,,, von t 
gegeben durch 


(28) Oe 


n+l 


‘ 


; > , jet 
n+1 im Polynom F ist 


n+1 


= H* —H,. 





a) 


n+l 
(29) 


wobe 


zunac 


ist di 
(30) 


Wen 
durcl 


(At 


Es si 
im FE 


(31) 


fiir \ 
gemé 


in F 


aus 


Wire 
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Hilfssatz 2. Fiir jeden der Werte h von 2 bis n + 1 ist der Koeffizient 
o™,, den die Verinderliche {), im Polynom F,,,, hat, gegeben durch 


(29) Cc. Be astqt >» Maesinte (2shsn + 1), 
wobei H,, 9 = 0 zu setzen ist. 


Wir wollen diese beiden Aussagen, die in Nr. 10 und 11 allgemein bewiesen werden, 
zunichst an je einem Beispiel verdeutlichen. Wir wihien n = 3. Gem&B (22) und (25) 
ist dann 
(30) Ht — H, = (2,3, 4) — (2, 3, 1) — (1, 2, 3) — (2, 1, 2) + (2, 1, 1) + (1,2, 1) 4 

+ (1,1, 2) — (J, 1, 1). 


Wenn man in diesem Ausdruck jedes Glied + (A,, 4,,4;) = 4 Hi) ga) (0s) 


ersetzt 
durch + (Ay, Ag, Ay, 1) = + COD dGd (Gao, 


, so erhadlt man 
(Ht — Hy) t, = (2,3, 4,1) — (2,3, 1,1) — (1, 2, 3, 1) — (2,1, 2,1) + 
(2, 1,1, 1) + (1, 2, 1, 1) + (1, 1,2, 1) — (1, 1,1, D. 


Es sind das aber, wie man leicht bestatigt, genau alle diejenigen Glieder + (Ay. Ae, Ag, Ag) 
im Polynom 


(31) F, = (4) — (3,1) — (2,2) + (2,1) —(, 10) 
(1, 2, 3, 4] — [1, 2, 3, 1] — [I, 2, 1, 2] + [l, 2, 1, 1) — [1, 1,1, 0), 
fir welche A, 1 ist, d.h. die den Faktor t, haben. Sonach ist tatsichlich, der all- 


gemeinen Aussage (28) entsprechend, H$ — Hg gleich dem Koeffizienten Ci, von ¢, 
in Fy. 


Um noch ein Beispicl fiir (29) zu haben, nehmen wir » = 3, p = 3 und erhalten 
aus (22) und (24): 


H3,3 — H3,2 = (3, 4, 1) — (3, 1, 1) — (1, 2, 1) + (1, 1, 1). 


Wird hierin jedes Glied + (A,,2,,A4,) = + tr) ga) ps) durch + (A,, Ag, Ag, 2) 
tv #2) tty ersetzt, so erhilt man 
(Hz, 3 H 3,2) t; (3, 4, 1, 2) -- (3, 1, 1, 2) — (1, 2, 1, 2) + (1, 1, 1, 2). 
Das sind aber genau alle Glieder + (/,, A,, Ay, 44) in (31), fiir welche 2, = 2 ist, so daB 
m Einklang mit Hilfssatz 2 sich fiir den Koeffizienten CY von tj in F, der Wert 
Cc; Hs,2 — Hz, ergibt. 

10. Um nun Hilfssatz 1 zu beweisen, gehen wir davon aus, daB sowohl 
jedes Glied aus H, als auch jedes Glied aus H*¥ gemiB (f,) bzw. (f;) einem 
bestimmten Glied aus F, entspricht. Dabei entspricht einem Glied 
+ (A;, yi t+ (4)... 44) das keine Veriinderliche ¢* enthilt und 
somit von der Gestalt (16) ist, sowohl in H,, als in H* dasselbe Glied (19). 
In der Differenz H* — H,, fallen also diese Glieder heraus. Man braucht sich 
also nur um jene Glieder von H,, bzw. H* zu kiimmern, die einem solchen 
Glied aus F,, entsprechen, das eine Veriinderliche ¢® enthilt und somit von 
ler Gestalt (15) ist. Es sind das die Glieder mit 4, = 1. Sie finden sich in H,, 
unveriindert wieder und gemaB (f,) ist ihre Summe gleich K,, wahrend 
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16 
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gemaB (f;) die Summe der ihnen in H* entsprechenden Glieder (20) gleich K' 

ist. Daher ist!7) 

(32) H* — H, = Kt — K,, 

so daB sich Hilfssatz 1 auch in folgender Form aussprechen laBt: 
Hilfssatz 1*. Werden K, und K* gemaB (f,) und (f;) erklart, so ist 

K* —K 


Die Richtigkeit von Hilfssatz 1* ist nun unschwer einzusehen. Hierm 


(33) C 


n+1 > n° 

beachten wir, daB C’,,¢#,,, die Summe aller derjenigen Glieder 
+ (A;,..-, An, Anyi) aus F,,,, darstellt, fiir welche /,,, = 1 ist. In einem 
solechen Glied kann A, nur entweder = 1 oder = 2 sein. Wir beginnen mit 
dem Fall 2, = 1. Nun hat ein Glied von F 

wendig die Gestalt 


n+i> fiir welches A, 1 ist, not. 


(34) SS ie ee ee 
mit 
(35) r2l, o+-::+o0,=n+1; 
und wenn auBerdem A, ,, 1 sein soll, so muB 0, = 1, also wegen (35) und 
n+ 1 = 2 jedenfalls r => 2 sein. 
Setzt man r — 1 s, wobei also 

(36) s=l und 0,+--:-+0,=n 
ist, so erhilt das betrachtete Glied (34) die Gestalt (— 1)**7(1,.. ~ 

, 1,..., 05,1); der Koeffizient von ¢),, in diesem Glied ist somit 
(37) — (— 1°42], .. 5 p22 0 oes are 
wobei (36) erfiillt ist. FaBt man alle diese Koeffizienten (37) von © as zu- 
sammen, so erhilt man als ihre Summe gemiB8 (f,) offenbar — K,,. Wir 
kommen nunmehr zum zweiten Fall eines Gliedes von F,,,,, nimlich eines 
Gliedes mit 4, = 2, also von der Gestalt 

| ee ee ary Ss 


wobei (35) erfiillt und 9, > 2 ist. Der Koeffizient von ¢/,,, in diesem Glied 
ist also 


(38) ee Oe ee ee | 
d.h. er hat die Gestalt (20), wenn wir s =r, o, 0; — 1, 62 = Og,.-+ 
0, = 0, setzen, wobei wegen (35) natiirlich (8) erfiillt ist. Die Summe aller 


Koeffizienten (38) ist daher gemaB (f;) gleich K*. 
7) Im ersten Beispiel von Nr. 9 bestatigt man die Giiltigkeit von H% — H, 
= K} — K, unmittelbar aus (30), (26) und (27). 
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Aus der Zusammenfassung beider Fille folgt aber, daB der Koeffizient 
von #),, in F,., gleich K* — K,, ist. Damit, ist Hilfssatz 1*, also auch 
Hilfssatz 1 bewiesen. 


11. Wir kommen zum Beweis von Hilfssatz 2. Nun ist das Svstem der 


Gleichungen (29) (unter Beachtung von Ho = 0) gleichbedeutend mit dem 
System der Gleichungen 


| (39 & Oe. mB. xs. (25h sn+)) 
h 


n,n+2—h> 
i= 


so daB Hilfssatz 2 auch in folgender Form ausgesprochen werden kann: 
g ges] 


Hilfssatz 2*. Ist 2<h <n+ 1, dann gelten fiir die (wie in Hilfs- 
satz 2 erklirten) Koeffizienten C“, (2 <i <n + 1) die Gleichungen (39), 
wobei H,, 


Um diesen Hilfssatz 2* zu beweisen, gehen wir aus von der Summe 


o_, aus F,,,._, gemaB (f,) zu bilden ist. 


»~Ra+2-—h 


n+1 
wy wo (i) 
(40) an ON oe 
i=h 
Es ist das die Summe aller jener Glieder + (A,,...,A,, 4,4) aus F,,), 


fir welche A,,.; = A ist. Im Hinblick auf das besondere Aussehen der Glieder 


von F,,,, (vgl. das am SchluB von Nr. 5 Gesagte) ist in einem solchen Glied 


notwendig A, = A,., — 1,..-, An-ase = Angi ~2 + 1(2 1), dh. es ge- 
héren mindestens die letzten h Elemente /,,_,.9,...,A,, An 41 einer Gruppe 


von Elementen an, in der dauernd weitergezihlt wird. Ein solches Glied hat 
also die Gestalt 


mm (~ Of" >$ 1... Oc0cssiee ee rey = 9 eee 
mit 18) 

42) 2s8 St Se; 

und 19) 

(43) r21, o+°''+0,=n+1. 


Um nun von der Summe (40) zur Summe 


n+1 


(i) 

44) ~, Cr+ 

zu gelangen, brauchen wir nur in jedem Summanden den Faktor ., d.h. in 
jedem Glied (41) das letzte Element i wegzulassen. Die Summe (44) ist also 


i8) Im Falle i = 0, entfallt in (41) am Anfang die Folge der Zahlen ¢ + 1,..., 9,. 
1%) Im Falle r = 1 entfallt in (41) in der Mitte die Folge der Zahlen 1,..., 1, 
cep Bp cose Gage 

16* 
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nichts anderes als die Summe aller den Bedingungen (42), (43) entsprechenden 
Glieder2°) 


RS ag Ce ee ee en ee 


Es ist nun leicht zu sehen, da8 man diese Glieder umkehrbar eindeutig den 
Gliedern des Polynoms F,,,,_, zuordnen kann, und zwar dadurch, daB man 
am SchluB von (45), falls k > 2 ist, die h — 2 Zahlen i —h + 2,...,4 —1 
weglaBt und am Anfang (falls 9, > 4 ist) jede Zahl der Folge i + 1,... 
durch die um h — 1 kleinere Zahl ersetzt. Aus (45) entsteht dabei 


» 0, 


(46) (—1/**—A+2,...,0,—A+1,],...,0,----2], 
renee 


also wegen (0, —h+1)+ 0,+---+0,_; =n —h+2 tatsichlich ein 
Glied aus F,,_,,.; und offenbar tritt dabei jedes Glied aus F,,_,,. genau 
einmal auf. Umgekehrt entsteht aus jedem Glied (46) von F,,_,,. das ent- 
sprechende Glied (45) in (44) dadurch, daB — falls die Zahlengruppe i — h + 2, 
.-» 0, —~h+ 1 am Anfang mit einer Zahl i —h + 2 > 1 beginnt — diese 
Zahlengruppe durch die Gruppe der um A — 1 gréBeren Zahlen i + 1, 0, 
ersetzt wird und daB ferner am SchluB (falls h > 2 ist) die Zahl i — hs +1 
durch die Zahlengruppe i —h + 1,...,i — 1 ersetzt wird. Das kann man 
aber auch so ausdriicken: Man erhalt (44) aus F,,_ 4.2, wenn man jede Ver- 
ainderliche ¢ mit 8 > » durch ¢@*"~-” und (falls h > 2 ist) jede Verander. 
lighe * ,,. durch & , t+”... .£@**-® ersetzt. Nach der Erklarung 
von H, »-»+2 gemaB (f,) heiBt das aber: es gilt die Gleichung (39). Damit 

ist Hilfssatz 2*, also auch Hilfssatz 2 bewiesen. 
Die hiermit bewiesenen Hilfssitze 1 und 2 lassen sich zusammenfassen 

in die Formel (in der H, , = 0 zu setzen ist): 


oP 


(47) Pa+ilt) =t,4(HR@ —H,) + 2 eter (An,n+2- a(t) — Hy no1—n(O) 


12. Wir fiigen am SchluB dieses § 2 in Nr. 12 und 13 einige Betrachtungen 
an, auf die wir spiiter verweisen werden (siehe Nr. 14, Zusatz zu Satz 2). 
Wir beginnen mit einigen unmittelbaren Folgerungen aus dem am Schlub 
von Nr.5 besprochenen Bau der Glieder + (A,,...,4,) = +t@... 1” 
von F,. Sei dabein >1,1 Sm <n. Ist dann 2 <k <n und J,, von 1 
und von k verschieden, so muB A,,_, (bzw. A,,, falls m = 1 ist) von k —1 
verschieden sein; denn ware A,,_,; = k — 1 (bzw. A, = k — 1 im Fallem = 1), 
so kénnte A,, nur = & oder = 1 sein. Ebenso sieht man, wenn 1 <k <n — 1 





2°) Im Falle i == h = 2 beschrankt sich in (45) am SchluB die Zahlenfolge 
1,...,%— 1 auf das eine “Element 1. 
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und 4,, + k ist, daB A,,,, (bzw. A,, falls m = n ist) von k + 1 verschieden 
sein muB. Somif gilt: 

(g) Sein >1, 1S msn und +(A,,...,A,) ein Glied aus F,; 

a) fir 2<k Sm folgt dann aus JA, +1, A, +k, daB A, +k—1 
ist fir » =m — 1 (mod n); 

f) und fir 1 <k Sn —1 folgt aus A,, + k, daB A, + k +1 ist fir 
y=m-+ 1 (mod n). 

Nunmehr wollen wir sehen, welche Folgerungen sich fiir ein Glied 
+(A,,...,4,) von F,, ergeben, wenn vorausgesetzt wird, daB A,, verschieden 
ist von jedem der Werte 1,2,...,4 (wobei 1 < h =< m — 1 sei), wenn also 
1, >h vorausgesetzt wird. Da ergibt sich zurniichst gemiB (g,), daB 
An-1 >A —1, Ay-y > A — 2, allgemein 


(48) A,>h—n+vp fir n—-h+lsven 


sein mu8. Weiter kann daraus, daB 4, + 1,2,...,h ist, gemaB (g, f) ge- 
schlossen werden, daB A, + 2,3,...,h4+ 1, ferner A, + 3,4,...,4 + 2, 
allgemein 


(49) A+r+1,....9»+h fir lsovsn-—h 


ist. Aus A,_,+#n—h+1,...,n, somit 4,_,<n—h+1 laBt sich 
— wieder gemaB (g, 8) — folgern, daB /,,_,,, <m —h + 2, Ay_age <n — 
—h + 3, allgemein 


(50) A<v+1. fir n-hilsvsn 


ist. Das Ergebnis ist, ob wir nun die Werte vy von | bis n.—h oder von 
n —h + 1 bis » betrachten, daB es unter den Zahlen 1,..., genau h Werte 
gibt, die gemaB (49) bzw. gemaB (48) und (50) fiir A, nicht in Frage kommen. 
Dabei lassen sich. diese Aussagen folgendermaBen zusammenfassen : 


(h) Ist» >2. 1 Sh Sn—1, ist fernmer +(A,,...,A,) ein Glied 
aus F,, und ist dabei A, > h, dann gilt fiir jedes »(1 S » Sn), daB A, — » 
keiner der Zahlen 1,2,...,/4 nach dem Modul m kongruent ist?!). 


13. Nunmehr betrachten wir irgend ein Polynom ®, = @,(t) in den 


p 
p* Variablen ¢ (1 < y < p,1 SB Sp). Mit g (®,), — genauer mit g (®,) — 
werde dann dasjenige Polynom bezeichnet, das man aus ®, erhalt, wenn man 


21) Da die ausschlaggebenden Eigenschaften der Zahlenfolge A,,...,4, bei 
zyklischer Permutation erhalten bleiben, gilt natirlich, in leichter Verallgemeinerung 
von (hb), fir irgendein m(1 S mS n): 

(h*) Aus A,, > h folgt fir jedes vy, daB A, — » + m zu jeder der Zahlen 1,...,4 
inkongruent ist nach dem Modul n. 
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jede Veranderliche « mit £ > » durch t@*” ersetzt, sowie jede Verander. 
liche ¢ durch das Produkt (104. Offenbar gilt: 


(ij) Es ist g(®,) ein Polynom in den (p + 1)? Variablen i (1 Ss) 


=p+1,1sf82p+)), worin aber die Variablen ‘.&: a 62,0" 
und ¢),, d.h. die Variablen ¢ mit 8 — ry =1 (mod p+ 1) — nicht 
vorkommen. 


p 
Wie aus ®, das Polynom g (®,) = g (®,), ebenso kann man auf die ent. 


sprechende Weise aus g(®,) = ®,,, das Polynom “7% (P,_1) = go(9, 
bilden. Wird dieses Verfahren insgesamt g-mal nacheinander auf ®, ausgeiibt 
dann ist das Ergebnis ein Polynom g,(®,), das man aus @, erhalt, wenn man 
jedes {” mit 8B >v durch (/*, sowie jedes # durch 1 0?*).. Ta 
ersetzt22). Fir gq 0 setzen wir noch go(®,) = ®,. Analog zu (i,) gilt dann 
wern p+q=N gesetzt wird: 


(ip) Es ist ¢,(®,) ein Polynom in den n? = (p+ q)? Variablen ¢’ 
(lisvsn, 1S 6 Sn), worin aber (fiirg = 1) jene qn Variablen t® nicht 
vorkommen, fiir welche 6 — v nach dem Modul 7 einer der Zahlen 1, 2, ...,9 
kongruent ist. 


Nehmen wir speziell ®, = F,, su ist g,(F,) = g,_,(F,) nichts anderes 
als das gemiB (fg) erklirte Polynom G, ,. Betrachten wir irgendein Glied 


+ (A,,...,4,) aus F,, so hat es die Gestalt 

Re Oe a ee ee en ee a 
wobei 

(52) r=1, o,+-:-+6@, p 

und 

(53) l<=siso 


ist). Diesem Glied (51) aus F, entspricht dann in g,(F,) = G@ 


in. » das Glied 


(54) (—1)'**(0 4 ese feo Her Be a: tae 


wofiir wir auch schreiben kénnen 


| te Ce ee ee Exe Mecme Oeste 


*2) Rekursorisch definiert ist also g,(®,) = § (®,), 9o+1 (Py) = f ’ (gq (®,)). 
3) In (51) entfalit im Falle i = go, am Anfang die Zahlenfolge i + 1,... 
und im Falle r = 1 in der Mitte die Zahlenfolge 1, ..., 0, 
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wenn wir 7 8. Op +4 = Gs, 01 = O,.--, Op-y = G..1,8+q =f setzen. 
GemaB (52) und (53) ist dabei24) 

(56) s=2l, o,4 1 g, n 

und 

(57) n p+tl=q+1s) s4,. 

Wegen (56) erweist sich jedes Glied (55) aus G,, , als ein Glied aus F,,, und 
zwar wegen (57) als ein solehes Glied + (A,,...,A,) aus F,, fiir. welches 


i, > — p = q ist. Umgekehrt laiBt sich jedes Glied aus F,, mit 4,, > — p, 
d.h. also jedes den Bedingungen (56), (57) geniigende Glied (55) auch in der 
Gestalt (54) schreiben und erweist sich daher als ein Glied aus G, ,, niimlich 
als jenes, das dem Glied (54) in Ff, entspricht. Somit gilt: 

(k,) Das in (fg) erklirte Polynor G,, , ist die Summe aller jener Glieder 
+ (A,,.-.,4,) = +t...” aus F,,, fiir welche 1, > n — p ist. 

Diejenigen Glieder aus F,,,, die sich auch inG,, , finden, sind also charak- 
terisierbar dadurch, daB in ihnen keine der Variablen i ae . {%-? auf- 
tritt. Nach Satz (h) folgt aber daraus, daB auch. andere Variable i in diesen 
Gliedern fehlen, nimlich alle jene, fiir welche 7 y einer der Zahlen 1, 2,..., 
n— p nach dem Moduln kongruent ist. Somit: 


(ks) Das Polynom G,,_,, kann auch gekennzeichnet werden als die Summe 


We a 3 . . - . ; 
aller jener Glieder + ¢¥)... #4” aus F,,, in denen keine Variable ¢ vor- 
kommt, fiir die 8 — y nach dem Modul n einer der Zahlen 1,2,...,n — p 


kongruent ist 
Der Inhalt von (ky) und (k,) lé8t sich natiirlich auch so aussprechen: 
(ky) Aus Ff, erhailt man G dadurch, daB man alle jene ¢® gleich Null 


n,p 
setzt, fiir welche 8 — vy =1,2,...,m — p (mod m) ist, oder auch dadurch, 
daB man alle ¢ mit 6 = 1,2,..., — p gleich Null setzt. 


§ 3. 


Beweis der Sitze 1 und 2. 


14, Nach Aufstellung der in den Hilfssitzen 1 und 2 enthaltenen Re- 
kursionsbeziehungen zwischen den Polynomen F’, kénnen wir Satz 1, dessen 
Richtigkeit fiir » = 1 trivial ist25), durch vollstindige Induktion beweisen. 
Ehe wir dazu iibergehen, wollen wir noch eine Verallgemeinerung von Satz 1 
angeben, namlich: 


*4) In (55) entfallt im Falle 7 = o, am Anfang die Zahlenfolge j + 1,..., 0, und 
im Falle s = 1 in der Mitte die Zahlenfolge 1,...,0,,....., 1,...,0,_, (vgl. Anm. 23). 
5) Es igt ja F,(t) = {1} =¢,, Fy(a) =a; andererseits ist aber a auch die 


Lange der Strecke k (P,) = OP,, wobei O der Ursprung fiir die Koordinatenmessung 
auf einer Geraden und P, der Punkt mit der positiven Koordinate a} ist. 
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Satz 2. Sei] sm <n. Vonden in Satz 1 (Nr. 4) genannten Punkten A 
betrachten wir die ersten m Punkte P,, ..., P,, und die zugehérigen Parallelotoye 
k(P.). Ferner bilden wir das Polynom G,, ,,(t), das aus dem Polynom F,,(t) 
gemaB ({,), Nr. 8, dadurch entsteht, dap jede Verinderliche t mit B > v durch 
t?**-™. sowie jede Verdnderliche t durch t@18+)...£@*+"-™ ersetzt wird. 
Der Inhalt V der Vereinigungsmenge der Parallelotope k (P;), ...,k(P»,) wird 
dann gegeben durch 
(58) V =G,, m(@), 
wenn G, »(a) den Wert von G,, »(t) fiir die Werte t = a der Variablen t® 
bedeutet. 

Zusatz. Aus (ks), Nr. 13, sieht man, daB G,, ,,(a) aus dem in Satz 1, 
Nr. 4, auftretenden Ausdruck F,, (a) dadurch entsteht, daB man alle a [oder 
auch nur alle a} gleich Null setzt, fiir welche 8 — y nach dem Modul n einer 


der Zahlen 1, 2,..., —m kongruent ist. Diese nullzusetzenden a® sind 
nun aber (vgl. Nr.4, Anm. 8) nichts anderes als die Koordinaten [bzw. die 
n-te Koordinate] der Punkte P,,,.,,..., P,,. Die Formel (58) ist also einfach 


ein Grenzfal]l der Formel (13) des Satzes 1, soll aber (s. Nr. 15) ohne jede 
Grenzwertbildung hergeleitet werden. 


15. Zuniichst wollen wir zeigen, daB der den Satz 1 (fiir m = n) um. 
fassende Satz 2 sich aus Satz 1 herleiten ]48t. Dabei ist Satz 2 fiir m = 1 un- 
mittelbar klar, da dann V einfach den Inhalt aja, . . . a von k (P,) bedeutet, 
wihrend F, (t) = {1} = t, und demnach@G,, ,(t) = tt, . . . &, also tatsiichlich 
G,, ,(@) = V wird. Es bleibt also nur noch der Nachweis von Satz 2 fiir 
m => 2. Hierzu stiitzen wir uns auf folgenden an anderer Stelle bewiesenen*) 

Hilfssatz 3. Sei n=p+q, p2=1, q=21. Die Koordinaten der 
l Punkte (J => 2) 

P, = (2, &,..., a) (A = 1,...,9 
mégen den Ungleichungen 


(59) e>az>:: >a? fir p+lswsn 
geniigen. In einem (p+ 1)-dimensionalen Raum mit den Koordinaten 
Y1,-++»Yp+ 1 betrachten wir die durch 

y = a fir louwsp 


ay _ fa) (4) (a) 
Yost = Tai %ps2-++ Fn 


definierten PunkteQ, = (y{”, .. ., y, y. ,). Es bedeute /7 =IT(P,,..., Pi) 
das Polyeder des n-dimensionalen Raumes, das durch Vereinigung der 


%6) Siehe ,,Verallgemeinerung einer Rekursionsformel fiir gewisse Polyeder- 
Volumina“, Sitz.ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-naturw. Abt., Jahrg. 1942, 
8. 17—20, Nr. 2, Satz (a), S. 19. 
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| Parallelotope k (P,) entsteht, ferner J/* = // (Q,,...,Q,) das Polyeder des 
(p + 1)-dimensionalen Raumes, das durch Vereinigung der / Parallelotope 
k(Q,) entsteht. Dann hat der n-dimensionale Inhalt von // denselben Wert 
wie der (p + 1)-dimensionale Inhalt von /7*. 

Wenn wir nun unter der Veraussetzung m = 2 in diesem Hilfssatz 
p=m—1,q=n—m+1, 1=~m setzen und fir P,; (1S Asm) den 
ebenso bezeichneten Punkt aus Satz 2 bzw. Satz 1 nehmen, dann sind, wie 
aus (10) und (11) hervorgeht, fiir die Koordinaten dieser Punkte die Un- 
gleichungen (59) erfiillt. Wir bilden nun, dem Hilfssatz 3 gemaiB, die den 
Punkten P, entsprechenden Punkte Q,(1 <A< m) und wollen die Ko- 


ordinaten dieser Punkte folgendermaBen bezeichnen 


2, = (6, b, ee Ore eee aE eS : Bb”) 
(0) Q, = (r-**®,...., Sy rere -**5) 
Q.. = (b; Ee BaP I 8 Pen yo ne em os bt) 


Dabei ist 


(2) (8) ge: lesa OD aaa 
bs a” fir psovsm l, 


(61) bh? —g?*"*-™ fir B >v und » Sm —l, 
(*) (ry) ,(¥ +1) (v+n—m) 
bn = Bn Fm41 +> Oy : 
Es ist nun (60) im m = (p+ 1)-dimensionalen Raum ein analoges 


System von Punkten wie das System (11) im n-dimensionalen Raum, wobei 
man mit Hilfe von (10) leicht feststellt, daB auch die den Ungleichungen (10) 
analogen Ungleichungen 


bP) < Hh (lsvsm,1<sp<m) 


erfillt sind. Wird also Satz 1 als giiltig angenommen und auf m an Stelle 
von » angewendet, so wird der Inhalt des m-dimensionalen Polyeders 
JT* =z TT (Q,, . . «Quad also gemiB Hilfssatz 3 auch der Inhalt V des 
n-dimensionalen Polyeders /7(P,,...,P,) — gegeben durch F,,,(6), d.h. 
durch den Wert des Polynoms F,,(¢), wenn darin jede Variable ¢ gleich 
5” gesetzt wird. Das liuft aber wegen (61) darauf hinaus, daB in dem 
gemaB (f,) gebildeten Polynom G,, ,,,(t) jede Variable t = a\” gesetzt wird. 


Es ergibt sich also V =G,, ,,(a). Damit ist Satz 2 tatsichlich auf Satz 1 
zurickgefiihrt. 


Aus dem Beweis geht noch hervor: 


(1) Wenn Satz 1 fiir alle der Ungleichung 1 <  < N geniigenden Werte n 
gilt, dann gilt fiir dieselben Werte n auch Satz 2. 
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16. Mit Riicksicht auf (1) kann der Induktionsbeweis fiir Satz 1 folgender. 
maBen gefiihrt werden: Wir nehmen Satz 1 und ebenso Satz 2 bis zu einem 
bestimmten Wert von x hin als richtig an und beweisen hieraus die Giiltigkeit 
von Satz ! fiir » + 1. Bei Ausfiihrung dieses Beweises (Nr. 17) verwenden 
wir den anderwirts bewiesenen2’ ) 


Hilfssatz 4. Sei n >1, 1] =>1. Die Koordinaten der ] Punkte des 
(n + 1)-dimensionalen Raumes 


P, = (z)", &,..., 28.) (A = l,...8 


seien durchweg positiv und es sei die Ungleichung 


(62) S01 2 Mn BS. > 0 
erfillt. Jedem Punkt P, ordnen wir im (2,,..., Z,)-Raum den Punkt 

Pp? = (2, oats a”) 
zu. Dann wird der (n + 1)-dimensionale Inhalt V,.,(P;,...,P,) des 
Polyeders //(P,,..., P,), das durch Vereinigung der | Parailelotope k (P;) 
entsteht, gegeben durch die Rekursionsformel 
(63) Vaa(P;,-...P) = 2% (2, — ot VO, 

4=] 

wobei s +» 0 zu setzen ist und V = y.iPs aS wis P*) den n-dimensionalen 
Inhalt jenes Polyeders // (P}¥,..., P¥) bedeutet, das im (z,...z,)-Raum 
durch Vereinigung der n-dimensionalen Parallelotope k (P?),...,& (PP) 


entsteht. 


17, Sei nun n = | und sei ein System von (n + 1)? positiven Zahlen a”) 


gegeben (f, v 1,...,% + 1), die den Ungleichungen (10) fir 1 < » s+ 1, 


1=<=f<n-+1 geniigen. Wir betrachten im (z,...2,72,,,)-Raum die 
n+ 1 Punkte®%8) 


> (n —a +3) (mn +1) . ~(n —~a@+1) (n — a +2) 
P. = (a; po engl a piles « = «sie a3 Ds 
(=: },2,..., 8+ }) 
sowie die zugehérigen n+ 1 Parallelotope k(P,) und ihre Vereinigung 
11 (P,,...,P,,P,.,). Wir kénnen dann den (n + 1)-dimensionalen In- 
1 n ] 
halt V,,,, dieses Polyeders // mittels des Hilfssatzes 4 (darin 1 =n +1 
gesetzt) bestimmen, da die ( + 1)-ste Koordinate des Punktes P, durch 
. (a) (n+2—e) 
(64) Dn+1 On+1 
7) Siehe ,,Rekursionsformeln fiir den Inhalt gewisser Polyeder‘‘, Sitz.ber. d. 
Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-naturw. Abt., Jahrg. 1941, S. 193—200, Nr. 5, S. 197, 
Forme! (R*). Fiir die dort mit mn bezeichnete Dimensionszahl ist hier n + 1 geschrieben. 
28) Fiir « = 1 entfallen die Koordinaten at" OP aint). 
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gegeben und somit die Ungleichung (62) wegen der Voraussetzung (10) iiber 
die Zahlen a‘ erfiillt ist. Wir erhalten somit gemaéB (63) und (64), wobei- 


in+2) _ ™0) _ . =e 
a"*;’ = 0, VO’ = 0 zu setzen ist: 
n+1 n+1 
- , 2 (2) _ xii t+dD) pO — (a) r(a)y (A ~1) 
(65) Vasa = x (20. wai) Vs =a x,(Ve = a‘ ) 
i=l Awl 
n+1 
i (n+2-2) ;) 7(a-1) 
= 2 ane t (Vv — ye-). 


Dabei sind die Punkte P* des n-dimensionalen Raumes gegeben durch?) 
-e+3 ‘ - 
PF a Get, .... a. erm eet. eet 


Nun gelten gemaiB (10) fiir die Koordinaten der beiden Punkte 


P} = (z,,..-,2,) und P*,, = (2t*t,...,2%*") die Ungleichungen 
a"*) > a! (vy =1,...,”), so daB P¥ zum Parallelotop k(P*,,) gehért 
und bei der Bildung von /7 (P?, ..., P*,,) der Punkt P# weggelassen werden 
kann. Wir kénnen also, wenn wir noch die Reihenfolge der Punkte etwas 
abindern, 

(€6) Vet a V6Pe.., PS, .. PS) 


setzen. Nun haben wir fiir Dimensionszahlen < n die Richtigkeit der Sitze 1 
und 2 angenommen und kénnen sie daher zur Berechnung der Werte der 
Zahlen V“) heranziehen. Fiir 1 < 4 <n ergibt das***): 


(m) Der Wert von VO = V,,(P},..., P¥) wird erhalten, wenn man 
in F,(t) jede Variable ¢” mit 8 > v durch t+" !-”) und jede Variable ¢ 
durch ¢f #745, ...4@*"-” ersetzt, was gemaiB (f,) auf das Polynom 
H,,, =A, ,(t) fiihrt; hierhin sind dann die Werte #” = a einzusetzen. 
Es ist also ve = Hi,, ;(a). 

Andererseits zeigt (66) unter Beachtung der Koordinaten 2, = a” 
a+) — a!*) (1 Sy» Sn) von P¥ und P*,,: 

(n) Man erhalt V‘**” aus der Formel fir V‘ = V,,(P¥, P¥,..., P*), 
wenn man jedes a durch a‘’*” ersetzt. GemaB (m) ist nun ym = H,, , (a) 


= H,(a), so daB wir auch sagen kénnen: Man ersetze in H,(t) jedes t? 


durch ¢{"*”, was gemaB (f,) auf das Polynom A*(t) fiihrt, und setze hierin 
die Werte #” = a® ein. Es ist also V"+" — H* (a). 
*%) Fir « = 1 gilt das in Anm. 28 Gesagte; fiir « = » +1 entfallen die Ko- 


ordinaten @,,..., 


298) Bei Anwendung von Satz2 zur Berechnung von | ee (AS n) 
beachte man, daB die Matrix der Koordinaten von P?, “ P¥ aus der Matrix der 


Koordinaten von P,,..., P,, wie sie in Satz2 auftreten, dadurch entsteht, daB 


jedes ai) nit B>v durch a+ » 


(n-—a@+1) 
a, 


ersetzt wird. Demgema8 sind in Satz (m) die 


(8+n+1—A) 


2?) mit B>v nicht wie in Satz 2 durch 48+ n-4) sondern durch ¢! zu 


ersetzen. 
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Gema&B (m) und (n) ergibt Formel (65) (wenn darin H,, .o = O gesetzt 
wird): 
f +1 = a, ,,(H$ (a) Beret « att (A, 3 (a) bas H,,1-.,(@)) 


n+l 


a, ,.,(H% (a) — (a)) + + 2 anri An, n+2-n(@) — Ay n+1-2(@)). 


Nach Formel (47) in Nr. 11 ergibt sich also V,,, = F,,,(@), womit die 
Giltigkeit von Satz | fiir die Dimensionszahl x + 1 auf jene fiir die Dimensions- 
zahl n zuriickgefiihrt ist. Die Séize 1 und 2 sind damit allgemein bewiesen. 

18, lm Falle n = 2 liefert Satz 1 gemaB (23), Nr. 8, die bereits in Nr. } 


erwihnte Formel (1) fiir Vz. Im Falle n = 3, von dem bereits in Nr. 2 die 
Rede war, erhilt man gema&B (21), Nr. 8, die Formel%): 


(67) V3 = GG, Gy + @, Gy G5 +4, G, 0, — G; Gy G, — A, Gy 4, — 
— Gy Gg Gz + A; Ay As. 
Man kann iibrigens dafiir auch schreiben 


(68) Vg = 4 %g%y + 2 ty ty + 2, 2g 2, — 1 yt, — 2, ay ry — 


— 2, Lq Ly + 11% ty , 
wenn man die Koordinaten x”, z{), z@ eines jeden der drei durch (2) gegebenen 
Punkte ”, einfiihrt. Die Ungleichungen a, <a, <a,” nehmen dann die 
Gestalt an: 


(69) ry <8 <h, <<, <M < ee 





3°) Hier mag das Beispiel a, =}, a. = 2, a, = 3(v = 1, 2, 3) erwahnt werden, 
fiir welches V, = 13 [wie tiberhaupt V,, bei lauter ganzzahligen a?) die Anzahl! der 
Gitterpuakte einer komprimierten Gitterpunktmenge ist, naimlich speziel]l der in 
Sitz.ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss. Jahrg. 1940, Systeme von Partitionen und Gitter- 
punktfiguren I. Rekursionsformeln, 8. 23—54, Fig.5, S.44 dargestellten Menge. 
(Es ist dies die in Crelles Journ. f. Mathem. 184, S. 49— 64, Komprimierte Gitter- 
punktmengen und eine additiv-zahlentheoretische Aufgabe, Nr. 8, auftretende 
Menge I?) 
In Sitz.ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss. Jahrg. 1941, S. 24*—26*, Sitzung vom 
15. November, Punkt 6. ist angedeutet, wie ein in Crelles Journ. f. Math., 1. c. fir 
= 3 Dimensionen angegebenes Verfahren sich auf beliebiges » ausdehnen lieBe in 
einer Weise, die in allen » Dimensionen symmetrisch ist. Beim ersten Schritt 
dieses Verfahrens tritt fir = 3 die eben erwahnte Gitterpunktfigur von 13*Punkten 
auf, fiir beliebiges » aber eine Gitterpunktfigur, bei welcher die Bestimmung der 
Anzah! ikrer Punkte sich deckt mit der durch Satz 1 in Nr. 4 betfachteten Volum- 
bestimmung fir ganzzahlige a”). Tatsachlich sind es jene Betrachtungen iiber 
Gitterpunktfiguren gewesen, auf die letzen Endes die vorliegenden Entwicklungen 
zuriickgehen. 





_ —»« ae awit oe = a. a 
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§ 4. 
Allgemeinere Polyeder. 


19, Schon in Nr. 2 wurde darauf hingewiesen, da8 die nunmehr bewiesene 
Inhaltsformel3!}) (13) in Satz 1 (Nr. 4) sich nur auf einen besonderen Fall 
einer allgemeineren Aufgabe bezieht. Allemal nimlich, wenn in dem durch 
xz, >0,..., 2%, > 0 gekennzeichneten positiven Teil T des n-dimensionalen 
Raumes eine endliche Anzahl / von Punkten P, = (2™,..., 2) gegeben 
ist (1 S[A<1), kann man nach dem Inhalt JV, VaR y,.s6) Oe 
Polyeders J7 = /1(P,,..., P,) fragen, das durch Vereinigung der gemaB 
Nr. 2, Anm. 2 gebildeten Parallelotope k (P,) entsteht. Eine fertige Formel, 
wie sie fiir den in Satz 1 behandelten Fall in der Inhaltsformel (13) vorliegt, 
steht aber fiir V,, in diesen allgemeinen Fallen nicht zur Verfiigung, wenngleich 


es natiirlich in jedem einzelnen Fall méglich ist, V,, mit Hilfe der Rekwrsions- 
formel (63) auszurechnen 


Hierzu sei bemerkt, daB das Besondere des in Satz 1 behandelten Falles 
keineswegs nur darin besteht, daB die Anzahl! / der Punkte P, mit der Anzahl n 
der Dimensionen iibereinstimmt und daB diese n Punkte ,,unabhingig‘‘ sind 
in dem in Nr. 2 erklirten Sinne. Man kann vielmehr, wie wir sogleich zeigen 
wollen, bereits fiir » = 3 Dimensionen im positiven Raumteil (Oktanten) 
drei unabhingige Punkte P, in anderer Lagerung wihlen, als sie das Punkte- 
tripel (2) mit den Ungleichungen a; <a, <a,’ darstellt. Dabei wird sich 


in den zu betrachtenden Fallen weder die in den a‘ geschriebene Inhalts- 


formel (67), noch die in den oi geschriebene Inhaltsformel (68) als giiltig 


31) Die Auffindung dieser Inhaltsformel ergab sich, nachde: : fiir einige kleinere 
Werte von n die Formei fiir V,, berechnet und nach Umbenennung der Koordinaten a) 


der Punkte P, vermédge a4) = te-een bzw. eres fir »< A bewe wD 


[vgl. fir n = 3 den Uhergang von (68) zu (67)] das Gesetz, nach welchem die auf- 
tretenden Glieder + aV) 4 an) gebildet sind, vermutungsweise zu erkennen war. 
Die Ausfiihrung dieser Einzelrechnungen geschah rekursorisch, gestiitzt auf das den 
Hilfssitzen 4 und 3 zu entnehmende Verfahren-[vgl. die Rekursionsformel (63) und die 
Zuriickfiihrung von V,(P,,...,P,) fir p< auf ein p-dimensionales Volumen]. 
Ubrigens waren bei den diesbeziiglichen Rechnungen anfanglich nicht Volumen- 
bestimmungen, sondern Anzahlbestimmungen von komprimierten Gitterpunktmengen 
— also der Fall ganzzahliger a) — ins Auge gefaBt (vgl. Anm. 30). Der Beweis der 
tatsichlichen Allgemeingiiltigkeit von (13) ergab sich dann durch den Nachweis der 
in Hilfssatz 1 und 2 aufgestellten, fiir die Polynome F,, geltenden Rekursionsbezie- 
hungen. Diese letzteren, nebst den Festsetzungen (f,;), (f,) usw. in Nr. 8 mégen sich 
vielleicht unter Abstreifung von Spuren allmahlicher Herstellung [etwa unter Heran- 
ziehung von Operationen nach Art der Operation g (®) in Nr. 13] einfacher darstellen 
lassen. Aber ein allzupeinliches Feilen an diesen Einzelheiten méchte im Hin- 


blick auf das Herannahen des Tages, dem die Widmung dieser Arbeit gilt, besser 
unterbleiben. 
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erweisen 2), woraus die begrenzte Tragweite der in Satz 1 gegebenen Volum- 
bestimmung hervorgeht. 


20. Hierzu betrachten wir drei Punkte 
P, = (2, 2, 2), (A = 1, 2, 3), 


deren positive Koordinaten 2 nicht den Ungleichungen (69), sondern statt 
desser ‘en Ungleichungen 


(" %<2,<2, 2<a<%, & << me 
geniigen. Wollte man wieder, wie in Nr. 2, fiir jedes » die drei Koordinaten 
©,,2,,2, der GréBe nach steigend geordnet mit a\,a",a’”’ bezeichnen, so 
ware unser Punktetripel, abweichend von (2) mit 
’ ~ wr ” ” ” wr ’ ‘ 

P, = (@;,@2 ,@3), Py = (@,,49,@3), Ps = (a;', a5, a5) 
zu bezeichnen. Die Berechnung des Volumens V; = V; (Pj, P:, Ps) gema8 
Formel (63), Hilfssatz 4, liefert 

V; — (x5 : z,) Vs 1 (x5 ; x, ) Vs rl a,'Vs" 

oder 
(71) Vs = 2, V+ 2, (Ve — Vs) + 2 (V;' — Vo), 
wobei V{ = V,(Pf,..., P¥) ist, unter P¥ den Punkt (2, 2%) in der 
©, Z,-Ebene verstanden. Dabei erhilt man, wenn man mit P#* den Punkt (2) 


auf der z,-Geraden bezeichnet und V,(P}*,..., P**) = V{” setzt, auf Grund 
derselben Rekursionsformel (63) die Gleichungen: 


Vo = 2V, + 2 (V; — V3) + 2g (Vz — Vj), 
(72) Ve = %V, + 2% (V; — V3), 
Vi = 2, 


Da nun wegen 7, < 2, < 2; auf der z,-Geraden der Punkt P¥* zur Strecke 
k (P}*), ferner jeder der Punkte P#*, P$* zur Strecke k (P**) gehdrt, so ist 
v" = V,(P2*), V"" = V,(PS*), also 

(73) V,=2,, Vi; =2,, V, =a. 


Aus (71), (72), (73) folgt 


= > oe ’ " ais oo” : uu ” mown 
(74) V3 = 2 Lo%y + (4, — 2%) TeX, + (2, — 2) Ly Fy; 





32) Wohl aber bleibt (68), wie leicht zu sehen, giiltig, wenn in den Ungleichungen (69) 
die Zeichen < durch S ersetzt werden, wobei allerdings nur in einem Teil der damit 
zugelassenen Fille die drei Punkte P, unabhingig bleiben. Wegen einiger dieser Grenz- 
fille von (69) vgl. Nr. 23. 
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wie man auch unmittelbar aus der einfachen Gestalt des Polyeders 


[1 (P,, Ps, Ps) entnimmt. Aus (74) wird bei Einfihrung der ai”): 
(75) V3 = Ga, a, + (@, — @,)a,a, + (a, —a,) a, ay. 


Vergleicht man die Formel (74) bzw. (75) mit der Formel (68) bzw. (67) 
in Nr.18, so sieht man, daB die dort angegebene Inhaltsformel, ob man sie nun 
(A) 


in den x\”’ oder in den a” schreibt, véllig verschieden ist von der Inhalts- 


formel fiir die durch (70) gekennzeichnete Lagerung der drei Punkte P,. 


21. Wieder andere Inhaltsformeln ergeben sich in den folgenden zwei 
Fallen, die noch angefiihrt werden mégen. Wenn die gegenseitige Lage der 
drei Punkte P, durch 


(76) ZY <<, WwW mys, Ce <%y<z 
gekennzeichnet ist, erhalt man fiir 


V3; durch analoge Rechnungen wie in 
Nr. 20 


(77) V5 = 2, %_%, + (LZ, — %) Zo%y + 2X, (Zo — Ty) Ze 
@,QyG, + (A, — @,) G94, + 4,(Gg — Gy) Ay. 


Andererseits gilt im Falle 


13) Zoiqy <<, Ot, Lg, ZF; © 73 < Fy 
die Formel 
79) Vs = 2, %_%, + (Z%, — 2) Ly Zy + (2 Z,) (£2 Ly) Ly 
&, 4, &, + (@; — A) AG, + (A, — A) (G2 — Gg) ay. 
99 


22. Die in Nr. 20 und 21 vorgebrachten Beispiele sind iibrigens nicht aufs 
Geratewohl herausgegriffen, sondern sie stellen sich ein, wenn man fiir den 


besonderen Fall n 3,1 = 3 die Frage nach den verschiedenen gegenseitigen 


Lagerungsmdéglichkeiten von ] Punkten des n-dimensionalen Raumes be- 
handelt, die (im Sinne von Nr. 2) ,,unabhingig‘‘ sind. Die fraglichen Punkte 
mégen dabei im positiven Raumteil (alle z, > 0) angenommen werd 148). 


83) Zu dieser Beschrankung ist folgendes zu bemerken: Wird fiir irgend einen 
Punkt X° = (z°,..., 29) unter &(X°) nicht (wie in Nr. 2) die Menge der Punkte 
0S 2, S 2°, sondern die Menge aller Punkte (2,,...,%,) des n-dimensionalen 
Raumes mit z,S x° verstanden, dann kann die Unabhangigkeit zweier Punkte X, Y 
genau so wie in Nr. 2 dadurch definiert werden, daB weder X zu (Y), noch Y zu 
k (X) gehért. Fiir die Frage nach den méglichen gegenseitigen Lagen von / unabhangigen 
Punkten macht es dabei nichts Wesentliches aus, ob man sich dabei auf Punkte im 
positiven Raumteil beschrankt oder nicht, da (bei endlicher Anzah] /) der erstere Fail 
immer durch eine bloBe Parallelverschiebung herbeigefihrt werden kann. Natiirlich 
entfallen bei Ausdehnung auf den Gesamtraum die Fragen nach dem Volumen der 
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Zunichst kann man zwei der drei Punkte, etwa P,, P, als unabhangige 
Punkte wihlen und dabei annehmen, da8B entweder 


(80) Zy< 2%, yo, Ty > Xe 
oder 
(81) %<%. Ly >%g, Te=— Zs 


sei, da sich durch Umnumerierung der Punkte bzw. Koordinaten stets der 
eine oder andere Fall ergibt und da Fille, die auseinander durch solche Um- 
numerierungen hervorgehen, zum gleichen Typus gegenseitiger Lagerung zu 
rechnen sind. In jedem der Fille (80), (81) kann man nun die Bereiche, in 
die der Raum durch die Ebenen z, 2 zerlegt wird, daraufhin priifen, 
ob ein in einem solchen Bereich liegender Punkt von jedem der Punkte P,, P, 
unabhiingig ist, ob ulso der Punkt Ps in einen solchen Bereich verlegt werden 
kann oder nicht. Auch jede einzelne Ebene, wie z, = x}, wird durch die ihr 
nicht parallelen Ebenen 2, = 2 in Bereiche zerlegt, die ebenfalls zu priifen 
sind, ob sie fiir P,; in Betracht kommen; und dasselbe gilt fiir die Schnitt- 
geraden zweier Ebenen z, xz”). Kinige Angaben iiber diese Einzelbetrach- 
tungen sind an anderer Stelle gemacht worden). Aus ihnen geht u. a. hervor, 
duB mit den vier Fallen gegenseitiger Lagerung von P,, P,, P3. wie sie durch 
(69) bzw. (70), (76) und (78) dargestellt sind, bereits alle Typen erschépft sind, 
die sich bei drei Punkten ergeben, wenn keine Ebene x, = const. mehr als 
einen der drei Punkte enthalt, anders gesagt: wenn fiir die Koordinaten 
dieser Punkte keine Gleichung von der Gestalt 

(82) e = 2) (A + p) 

besteht. Verlegt man beispielsweise im Falle (80) den Punkt P; in den durch 
zy Ly, Lo < Lg < Xy, Lz < Lz gekennzeichneten Bereich, so daB die gegen- 
seitige Lagerung der drei Punkte durch 

(83) ay ‘ zy < S Za < Ly < Sa, Se < Le < Le 

gegeben ist, so braucht man hierin nur die beiden Punkte P, und Py, und 
gleichzeitig die Koordinaten z, und z, miteinander zu vertauschen und man 


erhalt die durch (78) gekennzeichnete Lagerung von drei unabhiingigen 


Vereinigungsmenge der k (Pj). Vgl. tibrigens in Sitz.ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., 
Jahrg. 1940, Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren II. Komprimierte 
Gitterpunktmengen, 8. 69—131, in § 1 und 3 die Erklarung des Begriffs der kompri- 
mierten Menge in bezig auf eine ,,Grundmenge , wobei fiir diese Grundmenge eben 
u. a. ebensowoh! der Gesamtranm, wie der positive Raumteil genommen werden kann. 

*) Siehe Sitz.ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Jahrg. 1942, S.7*—8*, Sitzung 
vom 14, Marz, Punkt 2: ,,Uber Tripel unabhangiger-Punkte“. 
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Punkten. Es liegt also beidemal derselbe Typus gegenseitiger Lagerung vor. 
Ganz analog findet man z. B., daB bei Verlegung von Ps in den Bereich 
t, <i, Ly >, Ly < %3 < @ oder aber in dem Bereich xj < x, < 2, 
ty > Tp, Ly < Ly < %y, also fiir 


(84) Hy <2%< 4, emery, Ty < Lg < Ze 
bzw. 
(85) ity <2, Meee, Kez Ke 


jedesmal derselbe Lagerungstypus vorliegt, wie fiir (76). 

23. Neben den erwihnten 4 Typen, in denen keine Gleichung (82) besteht 
und fiir welche die zugehérigen Inhaltsformeln durch (68), (74), (77) und (79) 
gegeben sind, existieren 8 Typen mit einer Gleichung (82), 4 Typen mit zwet 
und 2 Typen mit drei solchen Gleichungen [vgl. den kurzen Bericht 1. c.34)]. 
Wir begniigen unis je ein Beispiel nebst der zugehérigen Formel fiir das 
Volumen V, der Vereinigungsmenge der drei Parallelotope & (P,) anzufiihren. 
Fiir 
(86) S =< S, Be Be, KK 
— das ist fiir den Ubergangsfali von (69) zu (76) — erhalt man 
(87) Vs = 2 te%y + (%, — 2}) ByZ, + 2 (Se — 2%) 2, 


eine Formel, die sich sowvh] aus (68), wie aus (77) fiir 2, = 2} ergibt. Fiir 


(88) So =< 8, Be<aye< ay, By = Sy < 4, 
— das ist ein Grenzfall eines jeden der Fille (69), (76), (84) und (85) — gilt 
die Formel 


$9) Vs = 21 2g%5 + 2; (Lo — 2) Ze + (2, — 2%) Fos. 


die aus jeder der zu diesen Fillen gehérigen Formeln sich fiir z,: = 2, 
t, = 2, ergibt. SchlieBlich liegt fir 


(90) T =2%< 2, %ye=—%%<%y, Te = 2% < Xz 


— einem Grenzfall eines jeden der Fille (69), (76), (84), (85), (85), (88) — ein 
Typus mit drei Gleichungen (82) vor [derselbe Lagerungstypus ergibt sich 
im Falle (81), wenn man den Punkt P, gemaB x," = 2,, 2 = 2g, Ty > 2y 
= 2, wahlt, nur erscheinen P,, P, gegeniiber (90) vertauscht]; die zu (90) 
gehérige Inhaltsformel, die man aus (89) fiir z, = 7, erhilt, ist auBerdem in 
jeder der Formeln (68), (77), (87) als Grenzfall mitenthalten. 


Mathematische Annalen. 119. 17 
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Mit diesen Hinweisen auf allgemeinere Polyeder, als die in § 1 bis 3 be. 
trachteten, wollen wir uns begniigen. Im Falle n 2 gibt es, wie leicht zy 
sehen, fiir beliebiges / nur einen einzigen Typus von | unabhangigen Punkten% 
Wieviel mannigfaltiger aber die Lagerungsméglichkeiten fiir nm > 2 sind. 
zeigen bereits die Betrachtungen in § 4, obwohl wir hier nur auf den Fall 


von 7 3 Dimensionen und / 3 Punkten etwas naher eingegangen sind. 


Miinchen, den 23.Mai 1942 


*8) Vgl. hiertiber und iiber die beziigliche Flacheninhaltsformel |. c *), Wet 
Forme! (3), 8.193. 


(Eingegangen am 25. 5. 1942.) 
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Neuer Aufbau 
der nichteuklidischen (hyperbolischen) Trigonometrie. 


Seinem Kollegen CaratHtopory zum 70. Geburtstag am 13.9. 1943 
in Freundschaft gewidmet. 
Von 


Oskar Perron in Minchen. 


§ 1. 
Einleitung, 


Wenn man die Widerspruchslosigkeit der Axiome der euklidischen oder 
dem alle Axiome realisiert sind. Will man weiter die Einzigkeit der betreffenden 


soweit entwickeln, daB man die Isomorphie aller Modelle erkennt. Dazu 
geniigt es, die Trigonometrie aufzubauen, und zwar verbiirgt die ebene 
Trigonometrie nicht nur die Einzigkeit der Planimetrie, sondern auch der 


Stereometrie, da jaauch alle raumlichen geradlinigen Figuren durch Aneinander- 


Satz der absoluten Geometrie, fiir den ein entsprechender Beweis durch An- 
einanderfiigen von Dreiecken z. B. bei Zacharias steht). 

Die nichteuklidische Trigonometrie haben aus den Axiomen heraus 
Lobatschefskij2) und Joh. Bolyai’) auf verschiedene Weise, aber beide mit 
Benutzung raumlicher Figuren aufgebaut ; spiter hat Liebmann‘) einen Aufbau 





8. 160. 


iibersetzt von F. Engel, J-eipzig 1899. Die Abhandlungen sind von 1829 und 1835. — 


Geometrie, 1. Aufl., 1905. 
veranderter Neudruck 1907. 
(1907), S. 187—210. — Auch dargestellt in H. Liebmann, Nichteuklidische Geometrie, 


2. Aufl., 1912, 3. Aufi., 1923. 


17* 
































nichteuklidischen Geometrie beweisen will, so konstruiert man ein Modell, bei 


Geometrie nachweisen, so mu8 man aus den Axiomen heraus die Geometrie 


fiigen von Dreiecken entstehen. Bei dem Satz, der der Definition des Flachen- 
winkels zugrunde liegt, sieht man das vielleicht nicht sofort, und er wird meist 


mit Benutzung des euklidischen Parallelenaxioms bewiesen. Es ist aber ein 


1) Max Zacharias, Elementargeometrie der Ebene und des Raumes. Berlin 1930. 
*) N. I. Lobatschefskij, Zwei geometrische Abhandlungen; aus dem Russischen 


Pangeometrie 1855; deutsch herausgegeben von H.Liebmann 1902 = Ostwalds 
Klassiker Nr. 130. — Die Darstellung ist ahnlich bei H. Liebmann, Nichteuklidische 


*) Johann Bolyai, Appendix scientiam spatii absolute veram exhibens, 1832. Un- 


4) H. Liebmann, Elementare Ableitung der nichteuklidischen Trigonometrie. 
Berichte tiber d. Verhandl. d. Sachs. Gesellsch. d. Wissensch., Math.-phys. Klasse, 59 
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mittels ebener Figuren allein durchgefiihrt. Alle drei Autoren operieren abe; 
mit Bogen von sogenannten Grenzkreisen und benutzen dabei ohne Beweis 
Tatsachen, die aus den Axiomen nicht ohne weiteres folgen. Die Existenz der 
Grenzkreise ist zwar durch eine vermége der Axiome ausfiihrbare punktweise 
Konstruktion gesichert; aber die Axiome sagen nur etwas iiber die Addier. 
barkeit gerader Strecken aus, nicht iiber die Addierbarkeit von Grenzkreis. 
bogen. DaB man diesen Bogen eine addierfihige Lange zuschreiben kann und 
daB dabei Bogen iiber gleichen Sehnen auch gleiche Lange haben, miiBte erst 
bewiesen oder, wenn das nicht gelingt, durch neue Axiome gefordert werden 
Bereits Lobatschefskij war sich dieses Sachverhalts véllig bewuBt5). 

Ohne Benutzung von Grenzkreisbogen und ohne weitere axiomatische 
Annahmen ist die Trigonometrie zuerst von L. Gérard®*), spiter auf andere 
Weise von W.H. Young’) aufgebaut worden. Gérard beweist, daB in einem 
Viereck ABCD mit rechten Winkeln bei A, B, C. wenn die Seite AB =a 


festgehalten wird, wihrend BC nach Null konvergiert, das Verhailtnis 47 


einem Grenzwert /(a) zustrebt, und aus einigen Funktionalgleichungen und 
-ungleichungen kann er schlieBen, daB bei geeigneter Wah] der Langeneinheit 
f(a) = €oj a ist. Dieser Nachweis sowie der ganze weitere Aufbau sind villig 
elementar, aber nicht ohne ermiidende Langen. Ein Abkiirzungsweg wurde 
von J. L. Coolidge versucht, bei dem aber die Grenziibergiinge und Stetig. 
keitsbetrachtungen nicht einwandfrei sind und sich wohl auch nicht so leicht 
,,retten“ lassen8). Young schlieBt sich mehr an den Aufbau der gewéhnlichen 
Trigonometrie an. Er beweist zunichst einige Siitze iiber Streckenverhiltnisse 
am rechtwinkligen Dreieck (die iibrigens auch bei Gérard vorkommen) und 
griindet darauf die Definition gewisser Winkelfunktionen, von denen er dann 
beweisen kann, daB sie mit den analytischen Funktionen Sinus und Cosinus 
identisch sind. Dieser Nachweis und der weitere Aufbau sind aber recht 
kompliziert, und es werden dabei einige tiefer liegende Siatze der Analysis 
gebraucht. AuBerdem kommen auch Kreisbogen vor, und es miissen die 
Existenz der Bogenlange und ihre wichtigsten Eigenschaften miihsam nach- 
gewiesen werden. 

Der in der vorliegenden Arbeit eingeschlagene Weg hat denselben Aus- 


gangspunkt wie der von Young. Es werden zunichst die erwaihnten Sitze 


5) Vgl. Lobatschefskij-Engel, S. 82. 
*) L. Gérard, Sur la géométrie non euclidienne. Thése de la Faculté des sciences 
de Paris, 1892. 

7) W. H. Young, On the analytical basis of non-euclidean geometry. American 
Journal of Mathematics 33 (1911), S. 249—286. 

8) J. L. Coolidge, The elements of non-euclidean geometry. Oxford 1909. Coolidge 
bemangelt umgekehrt einige Liicken bei Gérard; aber seine Kritik scheint mir nicht 
berechtigt, vielmehr die Darstellung bei Gérard véllig einwandfrei. 
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iiber Streckenverhiltnisse am rechtwinkligen Dreieck erneut bewiesen und 
die Winkelfunktionen eingefiihrt. Der weitere Aufbau ist aber wesentlich 
einfacher. Insbesondere kommen keine Kreisbogen vor, sondern (wie bei 
Gérard) nur geradlinige Strecken, und aus der Analysis werden nur ganz 
primitive Sitze gebraucht. Wir werden ohne Schwierigkeit zur Formel fiir 
den Lobatschefskijschen Parallelwinkel J7(z) gelangen und von da zum Cosinus- 
satz, aus dem ja die ganze weitere Trigonometrie flieBt. 

Wie iiblich bezeichnen wir eine Strecke und ihre Ma8zahl, gemessen in 
irgendeiner Langeneinheit, mit dem gleichen Buchstaben; ebenso einen 
Winkel und seine MaBzahl. Rechenoperationen und GréBenvergleichung 
beziehen sich stets auf die MaBzahlen. Das WinkelmaB wihlen wir so, daB 
der rechte Winkel gleich bad ist. 

Die hyperbolische Geometrie denken wir uns soweit entwickelt, da6 
man weiB, die Winkelsumme im Dreieck ist kleiner als -, folglich im Viereck 
kleiner als 2x. Insbesondere ist also im sog. Spitzeck, das ist Viereck mit drei 
rechten Winkeln, der vierte Winkel spitz. Ferner setzen wir den Begriff 
und die wichtigsten Eigenschaften der nichteuklidischen Parallelen als: bekannt 
voraus, sowie die Existenz des Parallelwinkels /7(x), der folgendermaBen 
definiert ist: Errichtet man auf einer Geraden g ein Lot von der Lange z und 
zeichnet im Endpunkt eine Parallele zu g, so bildet diese mit dem Lot einen 
spitzen Winkel, der nicht von der Lage der Figur, sondern nur von 
der Lange z abhingt und mit /J7(z) bezeichnet wird. Setzt man noch 


]1(0) = 7 lT(— z) =x —TII(z), so ist damit J7(z) fir alle reellen z 


definiert, und zwar ist J7(z) eine stetige Funktion von z, die von z bis 0 
abnimmt, wenn z von co bis +o wachst. Umgekehrt gibt es dann zu 
jedem Winkel g im Intervall (0,2) genau ein x, fiir welches [](x) = ¢ ist. 
Die Berechnung der Funktion J7(z) ist unsere Hauptaufgabe. 


Die Winkelfunktionen S (a) und C (a). 


Im rechtwinkligen Dreieck sind die Hypotenuse c und der Winkel « 
im Bereich 


e> 9, 0<a<= 


frei verinderlich. Die anderen Stiicke, insbesondere die Katheten a und }, 
sind Funktionen von ¢ und a: 


a=a(c,a), 6 =b(e,«), 


liber die jetzt einige Saitze bewiesen werden sollen. 
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Hilfssatz 1. In Fig. 1 seien bei C,,Cz,D,, BE, rechte Winkel ®) 














6 £" C,C, < D,Dz < EB, Ey. 
i 2 
Beweis. Wahlt man auf D,D, den Punkt D’ g 
‘ daB D,D’ = C,C.z ist, so ist 
L ij b t 1 iv2 
aA C,C.D’ A D,D'C."), 
" os 
G & und zwar spitz, weil die Winkelsumme im Viereck 
Fig. 1. C,C.D’'D, kleiner als 2z sein muB; also ist 


a a) ’ 1 f xrnn 
AC,C2D . > = XC,C.Dz. 


Folglich liegt D’ zwischen D, und Dz, und es ist C}C, = D,D’ < D,D, 

Wahblt man auf £, £, den Punkt E’ so, daB FE, FE’ = D, Dy ist, so ist analog 
A D,D2E’ spitz, aber X D, D. Ey ist als Nebenwinkel des spitzen Winkels 
im Spitzeck D,C, C.D, stumpf. Daher liegt EZ’ zwischen £, und E,, und es ist 


D,D, = E,E’ < BE, Ez. 
Satz 1. Fiir c, < Co ist 


a(c,,a) < a(€e, a), 


b(c,,a) < bles, «). 


Beweis (Fig. 2). Sei AB, =c,, AB, = cg. Da die zwei Lote B,C, 
und B,C, sich nicht schneiden kénnen, ist AC, < AC, 
damit ist der Beweis fiir die Funktion 5 erbracht. 
b D Errichtet man in B, das Lot auf B,C,, so muf 
dieses nach dem Axiom von Pasch die Strecke C,B, 
in einem Punkt D treffen. Nach Hilfssatz 1 ist dann 
y GG ©:B,<C,D <C,B,. Damit ist auch der Beweis fiir 
Fig. 2. die Funktion a erbracht. 


4, 





Satz 2. Fiir a, < ap ist 


a(c,%,) < a(c, a), 


b(c, «;) > Ble, a). 


*) In den Figuren sind zur Erleichtervng des Uberblicks die rechten Winkel durch 
kleine Kreisbogen markiert, von rechten Neben- und Scheitelwinkeln aber jeweils 
nur einer. 

%) Satz von Saccheri. Er ergibt sich sofort daraus, da8 das Mittellot zu C,D, 
Symmetrielinie des Vierecks C,C,D’D, ist. 
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Beweis (Fig. 3). Sei 
AB=c, X BAC, = 4, X BAC, = az. 


Wegen a, < a, liegen C, und B auf verschiedenen Seiten der Geraden AC,. 
Also muB die Strecke C, B die Gerade AC, in einem Punkt D treffen. Dabei 
ist die Anordnung (DAC,) unmédglich, weil C, “ G 

und C,, also auch D auf derselben Seite der $. 
Geraden AB liegen. Die Anordnung (AC,D) ist 
ebenfalls unméglich; denn bei dieser wire der 
Winkel ADB Innenwinkel des_ rechtwinkligen A vie.8 a 
Dreiecks C,DB, also spitz, wihrend er doch als basin 

AuBenwinkel des rechtwinkligen Dreiecks AC,D stumpf ist. Auch daB D 
mit C, zusammenfillt, ist aus demselben Grund unméglich. Somit bleibt 





nur die Anordnung (A DC;,) iibrig, und daraus folgt 
BC, < BD < BCyz, also 4(c,a,) < 4(c, ag), 
A C; >AD> ACz, also b(c, a) > ble, Xe). 


Hilfssatz 2. In Fig. 4 seien auf dem einen Schenkel des Winkels « die 
Punkte B, so gewdahit, dag 


cy 


by 
AB, = B,B, = B.B; = BiB, =—,*** 


ist, und es seien die Lote B,C, auf den 
anderen Schenkel gefillt, wobei nach Saiz 1 
B,_, C,_, < B,C, ist. Dann ist") 





CB, < CB, — C,B, < C3Bs 


CoB, < CyB, C3B3<::-, @ f 1 
A G GQ G OG 
AC, > C,C, > C203 > C30, >--: Fig. 4 











Beweis. Man fille von B, das Lot auf (die Verlingerung von) C, B,; 
der FuBpunkt sei D,. Dann ist 


AAB,C, => QB, B,D. 
Daher 
B,C, = B,D,, AC, = B.D. 
Aber nach Hilfssatz 1 ist C)D, < C, Bz, C\Cy < D, Bz; also 
C,B, =C,D, — B,D, =C,D, — B,C, < C2B, — C,B,, 
AC, = D-Bz > C,€s. 


Damit ist bereits der Anfang der behaupteten Ungleichungsketten bewiesen. 


11) Dieser Satz steht schon bei Lobatschefskij (Lob.-Engel, 8. 178f.). 
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Fallt man jetzt von B,,, und B,_, die Lote auf C,B,, und sind D,, 8 
die FuBpunkte (in der Figur ist das fiir » = 3 ausgefiihrt), so ist 


“B,_, B,E, = A B,,, B,D,. 
Daher 
B,E, - B,D,, B,_,£, = B,,,D,. 
Aber nach Hilfssatz 1 ist 


C,E,<C,_,B,.,, C,D,< C,,,B 


+1 v+1"° 


Daraus folgt 
C, B, — C,_,B,_, < C,B, —C,E, = B,E, 
= B,D, = C,D,—C,B,<C B,., —C,B,, 


v+1”™y 


womit zunachst die erste Ungleichungskette bewiesen ist. 
Wire nun C,_,C, S$ C,C,,,, so kénnte man auf der Strecke C,C,,, 
den Punkt C’ so wihlen, daB 


C10 _ C,C’ S C,C,.; 


wire, und das Lot in C’ wiirde die Verlangerung von B,_,£, in E’ und die 
Strecke D,B,,, in B’ schneiden. Dann wire 


Spitzeck C,_,C,£,B,_, ~ Spitzeck C’C,E,E’; 
also B,_,£, = E£’E,, und aus Hilfssatz 1 wiirde folgen: 
B,. 14, - E,E’ < D,B Ss D,B,,; — B,_,£,. 


Wegen dieses Widerspruchs muB C,_,C, >C,C,,, sein, womit auch die 
zweite Ungleichungsketie bewiesen ist. 


Satz 3. Fiir c, < co ist 


a (¢, , «) < @ (cy, &) b (c,, a) > b (cy, a) 


Cy Cy C, Cg 


Beweis. Aus Hilfssatz 2 folgen fiir Fig. 4 die Ungleichungen 


n n+p 
C, B,+ 2 (C,B,—C,_,B,y) 0, By+ 2 (C,B,—C,_; B,_,) 











C, B, _ < 
AB, n-AB, (n+ p)-AB, 
Cia Mies 
A B+» ; 
- ae o n+p 
AC } } A C Cc 7 
A C. it 2) v-1l“» it 2, v-1 “> _ AC, ., 





AB, »-AB,  ~  (@+p)-AB, ~ AB... 


atp 
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Damit ist Satz 3 bereits fiir den Fall bewiesen, daB 2 gleich einer ra- 
2 


tionalen Zahl - ee ist, weil man dann die Strecke A B, so wihlen kann, daB 


Cc; ="n-AB,, co=(n+ p)-AB, 


“ 


7 € a: . . oe . . 
ist. Wenn nun - = (A irrational ist, so wihle man drei rationale Zahlen r, s, t 


so, daBr < A < 3 <t < list. Dann ist nach Satz 1 und nach dem bereits 
Bewiesenen 





a(c,,a)  a@(ACy,a) @(8Cy,%) 8 a(8Cg,%) & a(tCg,a) 
; kf =~ ~<« = A te, ’ 

b (c,, «) b(Acy,a) _ 5b {re,,a) r b(rce,,a) _ 4 b(te,,a) 

ss => > a os = - - —_ Oe » 
Cc, AC, ; AC, / re, A tC, 


LaBt man r und s gegen A konvergieren, so folgt hieraus unter nochmaliger 
Beriicksichtigung des bereits Bewiesenen: 


a (¢,,%) <4 (t¢,,a) — a@ (Cg, a) 


7 ’ 


Cc; = tc, . Cy 
b(c,,a) ~ b(t cy, a) b (€g, &) 
S ~ tt Cy 


W. z. b. w. 


Satz 4. Es existieren die Grenzwerte 





lim $29 on S (a), lim 2% 9 C (a), 
cd c->0 
und es ist 
e%)  8(a), a *) < C(a), 
0s S8(a) <1, 0< C(a) <1. 


Das folgt sofort aus Satz 3 unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB 
im rechtwinkligen Dreieck stets die Hypotenuse die gréBte Seite, also 


a(c, a) < c, b(c,a) < ¢ ist. Die Funktionen S(«) und C(«) sind damit fiir 


0<ac< = definiert. 


5} 
Satz 5. Fiir ay < Ao ast 
S (a) — S (ae), C (a) = C (ae). 


Beweis. Aus Satz 2 folgt sogleich 


S(a,;) = lim se) = lim otc = S (a,), 
cod c—>0 


C (a,;) = lim b (6 a) => lim * (es) = C (ap). 


cod ¢ cod 
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§ 3. 
S (a) und C (a) fiir Komplementwinkel. — Stetigkeit. 
Hilfssatz 3. In Fig. 5 seien g und h zwei Lote auf B,C,. Ferner sei 
OC, = CC, = C,Cs = C30, = --- 
und in den Punkten C, seien auf h die Lote C,B, errichtet!2). Dann ist 


BB, < B, Bs < BB; < BB, < 





& 5 bh b Bb Beweis. Nach Hilfssatz 1 ist C,_,B8,_, 
| De <C,,,B,,,. Daher gibt es zwischen Cras 
und B,,, einen Punkt D,,, so, daB C,, +) 
bt h C,_,B,_, ist (in der Figur ist er fir » =3 





markiert). Dann ist 


Viereck D,,,C,,,C,B,~Viereck B, ,C,.,C,B., 
und folglich 

D,,.,B, = B,.,B,, ABD, .,C,., = 3 B,B,_,C,_,- 
Da im Viereck C,_,C,,,B,,,B,_, die Winkelsumme kleiner als 22 sein 
muB, ist auBerdem 


A BoB, ..,C.41 . Xa By B,_,C, 1? 
und folglich 
Pa B,B,.,D,., A Bo B,C. 41 A BoB, iP, espa A B,B,_,¢,_, 
a — 4 B,D,,,C,,, = 4 BD,,,B,,1- 


Somit ist im Dreieck B,,,D,,,B, der Winkel bei B,,, kleiner als der bei 
D, +1 folglich 
D,,,B, < B,B,,;- 


Wegen D,,, B, = B,_., B, ist also auch B,_,B, < B,B,,,. W.z.b. w. 


Hilfssatz 4. In Fig.6 seien bei P,Q,Q,,Q2 rechte Winkel. Dann ist 


p PP, P P, 
P A Be Oa, < 7 Q 
| Beweis. Aus Hilfssatz 3 folgen fiir Fig.5 die Un- 
| | gleichungen 
a as ; ~ 
Fig. 6. a ~ 3,21 B, ~, B,_, B, By By,» 
CC, sii mC; = (n + p): CoC, = Oy Ca; “ty 


12) Die Lote interessieren uns nur, soweit ihre Schnittpunkte B, mit g existieren, 


also von einem gewissen vy an nicht mehr. 
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Damit ist der Hilfssatz 4 bereits fiir den Fall bewiesen, dab o@: gleich einer 
2 


° , mn . ° ° ‘ es 
rationalen Zahl ist, weil man dann die Strecke Cy)C, so wihlen kann, daB 
n 


+p 


QQ, =n-CoC,, QQ2 = (n+ p) “CoC, 


ist. Nun sei 00, = Jirrational. Wahlen wir dann zwei rationale Zahlen r, s 
3 
so, daB A <r <8 < 1 ist, so gibt es zwischen Q, und Q, zwei Punkte Q’, Q”’ 
derart, daB 
00’ =7r-QQ2, QQ” =s-QQ. 


ist. Errichtet man in diesen die Lote Q’ P’ und Q” P’’, so ist nach dem bereits 
Bewiesenen 

oo, 8). 2 ti 

QQ, QQ, 4-QQ, A QQ’ ~ 4 QQ”’ 
LaBt man r gegen A konvergieren, so folgt hieraus unter nochmaliger Be- 
nutzung des bereits Bewiesenen: 


PP, Pe" _ PP, 
2a, = @Q” QQ, 
W. z. b. w. 


Satz 6. Zu jedem positiven e gibt es eine Strecke d, so dap im Spitzeck 
AC BC" (Fig.7) mit rechten Winkeln bei A, C und C’ die Ungleichungen 
C’'B CB 


l<Zq< ite l<azq<ilte 


gelten, sobald nur AC < d und AC’ < d ist. 

Beweis. DaB die Quotienten gréBer als 1 sind, folgt 
aus Hilfssatz 1. Nun gehen wir von irgendeinem Spitzeck 
aus, halten zunichst AC fest und verkleinern AC’, wodurch 
auch CB schlieBlich beliebig klein wird. Da 


C’'B<C’A+AC+ CB, 


so wird a= <1+., sobald nur AC” klein genug ist. Nachdem das erreicht 


ist, halten wir AC’ fest und verkleinern AC. Nach Hilfssatz 4 nimmt dabei 


* dauernd ab, bleibt also kleiner als 1 + e. Beigeniigender Verkleinerung 


, , , ; CB 
von AC wird aber nach der gleichen SchluBweise wie vorhin auch AG 
Damit haben wir zunichst ein Spitzeck gewonnen, in dem die behaupteten 


<Il+e. 


Ungleichungen gelten. Diese bleiben aber, wenn man AC oder AC’ weiter 
verkleinert, nach Hilfssatz 4 dauernd bestehen, womit Satz 6 bewiesen ist. 
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Satz 7. Es ist S8(= a) =C(a), C (5 a) = S(a). 


Beweis. LaBt man in Fig. 8 den Punkt B auf der Diagonale gegen A 
wandern und 1a4Bt dabei die Punkte C und C’ auf den Schenkeln der festen 


Winkel « und id a so mitwandern, daB bei C und (’ 
rg = 
stets rechte Winkel bleiben, so ist definitionsgemaB 
3 we AC 
§ (= —a) = '(a) = lim4—. 
r S { 5 a) = lim—+> C (a) lim 4-5 
A € Die beiden Grenzwerte sind aber einander gleich, weil nach 
Fig. 8. Satz 6 li CB 1 ist. Dak ist S nm anil 
Satz 6 lim [7% =1 ist. Daher ist § (5 a) = C(a). 
Schreibt man = — a statt «, so kommt auch: S(a) = C(= a). 
Satz 8. Die Funktionen S(a) und C(a) sind im Intervall 0 < a < 5 
stetig. 


Beweis. In Fig. 9 ist bei festem a, wenn « eine beliebig kleine positive 
Zah!| bedeutet und wenn dann AB hinreichend klein ist, nach Satz 4 


, CB C B' 
gS Slant- ») « a. 
\*) > 7B * S (a+ ») < 
AC AC 
C , n Cla +») > 
(a) AB | s (am v) APB’ 


Daher unter Beriicksichtigung der Monotonie (Satz 5): 


Fi CB CB 
0<S(a+y S (a) - _v 1 
sala - AB” as.” 
' AC AC 
4a - C (a) Cia 4 y) «< 1 ¢ 


y > AB AB 


Fig. 9. LaBt man hier den Winkel v gegen 0 abnehmen, wihrend 








«a und AB fest bleiben, so werden die rechten Seiten 


kleiner als 2¢. Damit ist die Stetigkeit nach rechts bewiesen: 
S(a + 0) = S(a), C(a +0) = C(a). 


Nach links geht es nicht so, aber nach Satz 7 und wegen der Stetigkeit 
nach rechts ist 


S(a — 0) = C ( a+0) =C(2—a«) =S(a), 


a ro] a 


9 
J m ’ 
e~-e4 0) =S\> a) = C(a), 


C(a — 0) S |- 
und damit ist auch die Stetigkeit nach links bewiesen. 
Die Funktionen S(«) und C(«) sind bisher nur fiir 0 < «a < = definiert; 
wir erginzen jetzt die Definition durch die Formeln 
S(0) = 0, C(0) = 1, 


S(5)=1, C(5)=0. 








Sat 


Hi 
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Dann 14Bt sich Satz 8 vervollstindigen zu 

Satz 9. Die Funktionen S(a) und C(a) sind im abgeschlossenen Intervall 
0sass > stetrg. 

Beweis. Da das Innere des Intervalls bereits durch Satz 8 erledigt ist, 


handelt es sich nur noch um die Werte 0 und = Nun ist in Fig. 10 nach 


Satz 4 8 
Siz) < C2 CB Hts, + 42 > 40 
oe) S 7B 70° (%) > 7B? ACLCB’ 
Halt man hier AC fest und laBt «, also auch CB nach 0 A rg 
konvergieren, so kommt Fig. 10. 


S(+ 0) =0 =S(0), C(-+ 0) 1 = C(0). 


Wegen Satz 7 ist dann auBerdem 


8 (= 0) =C(+0) =1 S(), C(5 0) S(+0) =0 =C(F). 
§ 4. 
Die Additionstheoreme. 
Hilfssatz 5. Wenn in einem rechtwinkligen Dreieck die Hypotenuse so 
klein ist, dag ihr Parallelwinkel gréfer als — — ¢ ist, so ist die Summe 
a + der beiden spitzen Winkel ebenfalls gréBer als * * 0 0 


Beweis. In Fig. 11 sei « + A der Parallelwinkel der 
Kathete AC. Da die Kathete kleiner als die Hypotenuse, 


ihr Parallelwinkel also gréBer als der der Hypotenuse ist, 





so ist gewiB «a + A > = e. AuBerdem ist aber f = A, d 
da $ AuBenwinkel im Dreieck A BD ist. Daher ist auch A 
& 
a+poyz-—e. W.z.b.w. y 
. . . . ; a — Fig. 11. 
Hilfssatz 6. In Fig. 12 seien bei P,S, T rechte Winkel. 
Auferdem seien alle Strecken so klein, daB ihre Parallelwinkel gréfer als 


— —«€ sind. Dann ist 
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Beweis. Nach Hilfssatz 5 ist und 
n gegel 
>a+pr>=-—e, 
d) ) > 
; , a (3) 
% nm 
a~ = > Bo+y > > e. 
4 e . Schli 
JS 
, ihe P . 
4} aor 7 (4) 
2 
Fig. 12. Hieraus folgt 
n x ‘ 
oe ge Fag <e-~(E ~k ae si 
“ n a n nm 
y 2 es i (3 é a} a+ é, 
n n e 
r) > é 77F é (a ev=5 x 2 «, 
2 9 3 ; 
n 7 2 
’) < 5} Y x (x e) _ on ‘ 
W.z. b. w. 


Satz 10. Es gelten die Additionstheoreme 


S (a, + a) = S(a,)C (as) + C(a,)S (ao), 
CU (a, + @2) = C(a,)C (ao) — S(a,)S (ae) 
fiir a, 20,4, 20,a,+ a5 > 


Beweis. Wegen der Stetigkeit darf man sich auf a, >0, a, > 0, 














&y + Ae - x beschranken. Dann ist in Fig. 13, wenn alle Strecken unter 
> Festhaltung der Winkel a, und a, nach 0 kon- 
vergieren : Fort 
y . O8 _ Ae 
(1) S (a) = lim 35: C (a) = lim As’ 
d 
Ay Ay 9 <7 — SR — 8 
(2) S(ao) = lim TR’ C(a,) = lim TR’ Inst 
Ferner ist nach Hilfssatz 6 
x : ] lim y = a, lim d => — a, 
A - g — ee a y ’ 
also wegen der Stetigkeit von S(a) und C(a) und 
Fig. 13. Rs S - 
wegen Satz / Lés' 
lim S(y) = S(a), lim C (6) = C(> - %,) = S(a), Beri 
ind 
lim C(y) = C(a,), lim 8(6) = 8 (= — a) = C(a,). ” 


Nach Satz 4 ist aber 


TS TR . 
S(y) < aR < C(4d), Cly) > OR > S(d), 
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und da in diesen Ungleichungen die auBeren Glieder, wie soeben bemerkt, 
lim 7 
n 
™ OR 


gegen den gleichen Grenzwert S(a,) bzw. C(a,) konvergieren, so ist auch 
= C (a). 





¢ . TS —_—_ 
3) lim SR = S (a), 
SchlieBlich ist nach Satz 6 
ee . x 
(4) lim os = ] lim Ts ¥ 
Aus den Formeln (1) bis (4) ergibt sich nun 
; : _ (QSPTAS . TRSR 
S(a,) C (a) + C(a,) S(a,) = lim (a5 OS AR+SR Tk) 
: P? TR ay a 
= lim (FR 4. 7k) = lim 75 = S (a, + a), 
. . . (AQAS TS PQSR 
} (ae) —S S(aso) = = 3. 
C (a) C(ae) (x1) S (a2) lim (335 aR ah FS ak) 
a ee Ae 
= lim (3-7 —7z5) = lim A: = C (a, + a). 
Identitat von S (a) und C (a) mit sina und cos a 
Satz 11. Im Definitionsintervall 0 <a = = ist 
S(a) = sina, C(«a) = cosa. 
Beweis. Aus den Additionstheoremen folgt sofort die ,,Moivresche 
Formel ‘‘ 
[C (a) + «8 (a)]!” = C (na) aS (na) 
fir n = 1,2,3,... undOSnas = 
Insbesondere ist also fiir n = 2, wenn man z statt « schreibt, 
/a\2 a \2 
C(=) —S(z) =C, 
= S (a). 


20($) 8(S) 


List man diese Gleichungen nach C (=) und S (--) auf, so ergibt sich unter 


Sia +0 (a)]; 





9 


2 [VC (a? 4 


Beriicksichtigung des Umstandes, daB diese Funktionen nie negativ sind, 





eindeutig 
s(5) - |SNOaTBaF oul) 
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Da aber fiir die Funktionen cos« und sina im Intervall 0 < « <5 


ebenso eindeutig 





—7———— 
cos 5 = ) > [ Veos? « + sin? « + cos «| , 
sin 3 = J 5 ly cos? « + sin? ¢.— cos x | 


ist, so ergibt sich: Wenn die Formeln 
(1) C(a) = cosa, S(a) = sina 


fiir einen gewissen Winkel « = «, gelten, wobei 0 < a, < 5 ist, so gelten 


sie auch fiir « = und folglich durch wiederholte Anwendung auch fir 


a 
a =-—. Da nun 
9” 


C(>)= 0 = cos 5, S(>)= l = sin >, 


so ist demnach 


sd n nm a. 
C (sn) = 08S 8(<) = sin = (n = 1,2,3 
Nach der Moivreschen Formel ist dann fiir k = 1,2,..., 2"7! 


kn gg (kx\ ie: ia a\} nm ~. aE 
Cla) + iS(s) = [¢(5) = i8(5)] = [cos = ot isin 5 | 
kn — 
= cos = + ¢s1n ~ 
Die Formeln (1) gelten daher, sobald = ein endlicher dyadischer Bruch 5 ist, 


und wegen der Stetigkeit gelten sie dann allgemein. 


§ 6. 
Berechnung des Parallelwinkels IZ (a), 


Satz 12. Zwischen den Seiten a, b, c und den Winkeln «, 8, y eines Dreiecks 
besteht, wenn 


a =J7(a,), B =11(b,), » =I (e,) 


gesetzt wird, die Beziehung}) 


(a, —c) + (a + ¢,) + 1 (b;) = 2. 


18) Diese Forme] steht schon bei Lobatschefskij (Lob.-Engel, § 135). 
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Beweis. In Fig. 14 seien bei D und E 
rechte Winkel. Es ist dann 











Fr 
AD =a,, CE =¢,, 

also 

BD=a,—c, BE=a+vce, 
und folglich 

e =[I(a,—c), 6 =IT(a +e), 

fp = I1(b)). ; 

Durch Addition ergibt sich die Behauptung. Fig. 14. 


Wenn Dzwischen A und B fallt, oder wenn einer der Winkel «, 8, y stumpf 
ist, modifiziert sich der Beweis in leicht ersichtlicher Weise. 
Satz 13. Fiir den Parallelwinkel II(x) gilt die Formel 
IT (2) 
>? 
wo x eine willkiirliche positive Konstante ist (die von der Wahl der Langeneinheit 
abhingt ). 


IT (xz) = 2arctange™**, also e~** = tang 


Beweis. Seien a, 8, y’ drei Winkel mit der Summe z, und sei 
a =II(a,), B =11(b,), y’ =I (¢). 


Wir betrachten ein Dreieck mit den festen Winkeln «, 8 und mit verinder- 
licher Seite c ; das Dreieck existiert, wenn nur c klein genug ist !*). Die Seitena,b 
und der dritte Winkel y sind dann auch verinderlich; da aber die Winkel- 
summe kleiner als z ist, so ist stets y < y’, also, da J7(z) eine abnehmende 
Funktion ist, 

y =II(c, +d), wod>0. 


Nach Satz 12 ist dann 
IT (a, — c) + (a + ¢, + d) + (6) =2, 
oder, weil J7(a,) + 11(b;) + M(c}) = a+ B+ y' == ist: 
IT(a, — c) — I (a,) + (a + ¢, + d) — TM (e) = 0. 


14) Da namlich a + f <2, 80 ist a, +6, > 0. Legt man an die Endpunkte 
einer Strecke von der Lange a, + 6, nach der gleichen Seite die Winkel « und f an, 
so werden ihre zweiten Schenkel parallel. Legt man die Winkel an eine kleinere Strecke 
an, so schneiden sich die zweiten Schenkel, und es entsteht ein Dreieck. Notwendig 
und hinreichend fiir die Existenz des Dreiecks ist also: ¢ < a, + ,. 
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Wir lassen jetzt c unter Festhalten von « und f gegen 0 konvergieren; 
dann folgt aus vorstehender Gleichung, daB auch a und d gegen 0 konvergieren, 
Weiter folgt daraus 
II (a,—¢)—H (a,) __ H(¢,+a+4)—IM (¢;) a+d m IT (¢,+a+4)—IT(¢;) a 
aa a+d ¢ a+d ¢ 
[nicht >, weil J7(z) eine abnehmende Funktion, also J7(c} + a + d) — IT (c\) 
negativ ist]. 
Ist D der HéhenfuBpunkt auf der Seite c (Fig. 15), so ist, wenn die 
Winkel a, f spitz sind, 


(1) 








DB 





c lim Bo C (Bp) = cos B, 
_ 42D .,. AD DC _ C(a) _ cosa sinf 
lim bo = lim DO BC = 3G) S (gs) = — 
3 Daher durch Addition 
A B 
ce aie —— =< oa cosasinf _ sin («-+-) 
Fig. 15. lim = lim Ro = 008 B+ ~ =" heen ym 
oder reziprok und, weil « + 6 + y’ =a war: 
9 ; © sin a 
(2) lim 4 ny’ 


Diese Formel gilt nun mit leicht zu modifizierendem Beweis auch, wenn 
a oder # stumpf ist. 
LaBt man c in (1) so gegen 0 konvergieren, daB links die hintere obere 
Derivierte D~J7(a,) herauskommt, so — sich mit Riicksicht auf (2): 
D-II(a,) < D* N(e,) =~. 


°) sin y’ 





Nun ist aber a = ae y’ =I1(c}), so daB die vorige Formel iibergeht in: 


=e > foal II (a) S Same” IT (¢;) 
Setzt man daher 
IT (zx) 


2 


(3) log tang 





= D(z), 


so ist auch @(z) eine abnehmende Funktion, und es ist 5) 


D- O(z) = mao” IT (zx) D* @(z) = aa Wiz aT(a) IT (z), 
so daB die vorige Formel iibergeht in 
(4) D ®(a,;) = D* P(e) 


%*) Die Kettenregel der Differentialrechnung gilt auch in der Form 
D~f (9g (~) = f(g (x) D-g (2) 


und ebenso fiir die anderen Derivierten, sofern {’(g(x)) positiv ist. Das ergibt sich 
unmittelbar durch den iiblichen Beweis der Kettenregel. 
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Das gilt nun, sobald « + 8 + y’ =z ist. Speziell diirfen also « = J7(a,) 
und y’ = [I (c}) zwei beliebige spitze Winkel sein, also a, und c} zwei beliebige 
positive Zahlen. Setzt man daher 


obere Grenze D™®(x) = — x, 
z>o0 
so daB D™ M(z) : x fiir x >0 ist, so ist, weil ®(z) eine abnehmende 


Funktion ist, x = 0, aber gewiB endlich*), und aus (4) folgt noch 
x=<D*@(z) fiir z>0. 
Setzt man weiter 


(5) @(z) +x2z=YV (xz), 


so ist demnach 
D-Wi(zr) <0, D(z) =0 fiir z>0. 
Hieraus laBt sich aber schlieBen, daB Y (xz) konstant ist. Denn da die Funktion 


Y (x3) — VP (2;) 


%g— 2, 


Q(x) = V (2) (x — 2) 
am Anfang und Ende des Intervalles z, S ¢ S 2g gleiche Werte hat, so 
nimmt sie ihr Maximum in diesem Interval! (auBer vielieicht an der Stelle z, 
auch) an einer von zx, verschiedenen Stelle z’ an; dann muB aber D- Q(z’) => 0 
sein; also 
y 7 
D- (2) — Vl) > 9 
t— 2 
und folglich 
—_y : 
=e <D-¥ (27) s 0. 
Tq _ ry 
Aber die Funktion 2(z) nimmt ihr Maximum auch an einer von z, verschie- 
denen Stelle «’’ an; dann mu8B D*+Q(z’’) < 0 sein; also 
y = 
D* ¥ (x) — ase <0 
%— 2, 
und folglich 
(x) —P (2) 


ly — 2 


> Dt V(x") = 0. 


: ) Da die Funktion 
d r —@D r 
F (x) P(x) — ? ( a) (2) 


%— 2z,) 
Xg— XZ { . 


am Anfang und Ende des Intervalles x, << 2S 2 gleiche Werte hat, so nimmt sie 
ihr Maximum in diesem Interval] (auBer vielleicht an der Stelle z, auch) an einer 
von x, verschiedenen Stelle z’ an; dann mu8 aber D~ F(z’) > 0 sein; also 
. D(z.) @D(z,) 
D- Oz’) =|} ee >- 


Z,— 2 
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Aus beidem zusammen folgt: ¥’(z.) — 'Y(z,) = 0. Da hierbei x, und z, zwei 
beliebige positive Zahlen sein diirfen (nur z, > z,), so besagt das, daB ¥’(z) 
konstant ist. Da ferner 





lim (2) = lim ®(z) = lim log tang = = log tang 7 
z—0 z—0 z—0 ~ : 2 
= log tang : = 0 
ist, so ist 'Y(z) = 0, nach (5) also @(z) = — xz. Nach (3) besagt das: 
(6) log tang mts =—xz, also I(x) =2 arctange~**. 


Diese Formel gilt nach ihrer Herleitung zunichst fiir z > 0 und, da 
II (xz) eine stetige Funktion ist, auch fir z =0. Fir z,.< 0 wird JJ (z) 
definiert durch 


IIT (xz) + 71 (— z) = 2, 


woraus sofort folgt, daB die Forme! (6) auch fiir negative z gilt. 

Da IT (x) mit wachsendem z abnimmt, ist die Konstante x nicht 0, sondern 
positiv. 

§ 7. 
Die nichteuklidische Trigonometrie. 
Es geniigt, den Cosinussatz herzuleiten, aus dem alles andere folgt. 
Satz 14. Im Dreieck mit den Seiten a, b, c und den Winkeln a, f, y ist 
Coj xa =€oj x b -Cof xc — Sinxb- Sinxc- cosa, 

wobei x die Konstante aus Satz 13 ist. 


Beweis. Der Einfachheit halber wihlen wir die Langeneinheit so, dab 
x = 1 ist. 
Nach Satz 12 ist mit der dortigen Bezeichnung 
IT (6;) + HI (a + ¢;) = 2 —TT (a, — c) = 71 (ce — a). 
Dividiert man durch 2 und nimmt dann die Tangensfunktion, so kommt nach 
Satz 13 mit x = 1: 


~b, —a-% 
, Mle, 9». = e1-¢, 


= e db; —a — Cy 
Nach Satz 13 ist aber auch 


IT (a,) 


e~* = tang — = tang=, e % = tang £, a= tang], 


so daB die vorige Formel nach Multiplikation mit dem Nenner iibergeht in: 


tang & + e~* tang 5 = e ° cotg > — e *~* cotg = tang f tang + , 
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i Multipliziert man mit ¢€ cotg £ cotg % und setzt zur Abkirzung 


cotg bd =A, cotg B = B, cotg—-=—f, 


2 


wo|< 


so ergibt sich 


(1) ABI = [e+Be""+Ae*. 

LaBt man hier a, 6 und folglich auch A, B ihre Rollen tauschen, so kommt 
ABP =fe+Ae-°+Be"’, 

und daher durch Subtraktion 


a 0 = B(e&~* co *+AC* &-*)., 


C) 


oder also: 


Vertauscht man 6 mit c, also auch B mit [, so kommt weiter 























n -a b-—e c-h-a 
€ —e € —1 
Roda pr ~ tele ee 
Setzt man diese Werte fiir B und [ in (1) ein, so ergibt sich 
‘ 
Ae (e~*—e°~*) (e°—?-4_ 1) 
(eo — e- 22 
(f~o-4...§) +(e 4 — ef) e414 (eb Qf-2) 6-2 eo-b__¢ 
t = — Te ee Pa ee = eo __e-a? 
oder also 
e72—-b__.£) (--o__ _f-8) (g-t-t a-e_ ob 
cotg? = = A2 = ( on . : —_ «= : 4: (¢ as 
; - (¢°O "(gf 9 "F... 9) (e~F— of ~") (1 — 2 FO 8) 
_ got ott f _.¢ a z Co (b+c) -Coj a 
‘aad eH 84 fo b-e ~~ €of a— Coj (b—c) 
Hieraus folgt 
a 
cotg? ——1 
1 iti aie 2 Cof (b+c¢)+Coj(b—c)—2Coja  _Cofb-Cojc—Coja 
. = —_—_——_- = = = = > 
cotge £4. Cof (6+ c) — Co (6 —c) Sin b- Sine 


und das ist gerade die zu beweisende Formel. 


(Eingegangen am 12. 7. 1942.) 











Herleitung des Euler-Produktes der Zetafunktion 
und einiger Z-Reihen aus ihrer Funktionalgleichung. 


Von 


E. Hecke in Hamburg. 


Constantin Carathéodory zum 70. Geburtstage gewidmet. 


§ 1. 
Problemstellung und Resultate. 


Zur Definition der Riemannschen Funktion (f(s) durch Funktional- 
eigenschaften anstatt durch einen Rechenausdruck sind heute die beiden 
folgenden Wege bekannt: Die analytische Funktion g(s) der komplexen 
Variabeln s ist bis auf einen konstanten Faktor durch folgende Forderungen 
festgelegt: Man setze 

R(s) 4 *I"(s) p(s). 

1. Mit einem passenden Polynom P(s) soll P(s) p(s) eine ganze Funktion 

von endlichem Geschlecht sein. 


2. Es soll m(s) der Gleichung geniigen 


R(s) RQ 8). 


v: & ) ° ° ° 
3a. Nicht nur m(s), sondern auch ¢ (5) soll in eine irgendwo konvergente 
Dirichlet-Reihe entwickelbar sein: 
p(s) = Py b(n) nv ee. 
n=1 
Diese Forderung kann ersetzt werden durch 
3b. Der einzige erlaubte Pol fiir p(s) soll s 4 sein; aber man setzt 
nur die Entwickelbarkeit von @(s) selbst in eine Dirichlet-Reihe 
p(s) = & a(n)n-* 
n=1 


P ° & 
voraus, nicht die von q =). 
. 2) 


DaB —~(s) eindeutig bestimmt, also const. [ (2 s) ist, hat aus 1), 2), 3a) 
zuerst Herr Hamburger bewiesen; daB auch 1), 2), 3b) ausreichen, habe ich 
im Rahmen einer allgemeinen Fragestellung gezeigt, durch Zuriickfiihrung 
auf die Theorie gewisser automorpher Funktionen’). 

1) E. Hecke, Uber die Bestimmung Dirichletscher Reihen durch ihre Funktional- 
gleichung. Math. Annalen 112 (1936), S. 664. 
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Das einfache Koeffizienten-Gesetz fiir die resultierende Dirichlet-Reihe 
kommt nach der Methode von Hamburger durch direkte Berechnung der 
Partialsumme der Koeffizienten b(n) mit Hilfe der Funktionalgleichung 
heraus. Bei der anderen Methode wird die der Dirichlet-Reihe zugeordnete 
Potenzreihe 


co 


f(r) = a(0)+ 2 a(n)e**™ 
eingefiihrt und von dieser mittels des Mellinschen Integrals gezeigt, daB {(t) 
bei den Substitutionen 
1 


,_ or — = 


7 


T>T+2 


T 


dasselbe Verhalten aufweist wie die Thetareihe 


r= LF ert, 
a = co 
und daB daher nach einer einfachen SchluBweise aus der Theorie der Modul- 
funktionen 
f(r) = const. #(7) 
sein muB. 

In beiden Fallen erscheint also das Koeffizienten-Gesetz als eine rech- 
nerische Tatsache, deren Zusammenhang mit den iibrigen Funktionaleigen- 
schaften noch undurchsichtig ist. Vor allem ergibt sich aber das Euler-Produkt 
fiir ¢(s), dessen Existenz doch urspriinglich das Interesse fiir die Unter- 
suchung von {(s) veranlaBt hat, erst als noch spitere rechnerische Folgerung. 
Andererseits habe ich gezeigt, daB die Euler-Produkte bei einer viel all- 
gemeineren Klasse von Funktionen auftreten, nimlich bei den Dirichlet- 
Reihen, die aus Modulfunktionen ganzzahliger Dimension -- k entstehen. 
Diese von mir als ,,kanonisch‘‘ bezeichneten Produkte haben die Gestalt 


T( = ap £. e(p) p* ee a 
p 


wo A, von s unabhangig, ¢(p) ein Restcharakter nach einem festen Modul 
ist. Die zu m(s) = €(2 8) gehérende Potenzreihe f(r) ist aber eine Modulform 
der Dimension — }, und offensichtlich ist das Euler-Produkt von ¢ (2 s) auch 
rein formal nicht durch Spezialisierung k = } aus dem kanonischen Produkt 
zu gewinnen. 

Es entsteht also die Frage, ob eine Zuriickfiihrung auf Euler-Produkte 
auch fiir die Modulformen halbzahliger Dimension méglich ist, und speziell, 
wie das Koeffizienten-Gesetz der Thetareihe2) aus den Funktionaleigen- 
schaften der Thetafunktion herzuleiten ist, ohne die Kenntnis der Thetareihe 


*) Gemeint sind hier stets die sogenannten Thetanullwerte. 
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vorauszusetzen. In dem klassischen Bestand der Theorie ist diese Frage bisher 
nicht gestellt worden, da man hier stets die Thetareihe aus anderer Quelle 
als bekannt voraussetzen konnte. 

Diese Frage hat auch fiir die Arithmetik ein besonderes Interesse. Denn 
aus den Sitzen iiber die kanonischen Euler-Produkte bei Modulformen ganz. 
zahliger Dimension folgen ja Multiplikationssitze iiber die Anzahl der Dar. 
stellungen natiirlicher Zahlen durch positive ganzzahlige quadratische Formen 
Q(z, Z,...Z%g_y) mit einer geraden Variabelnzahl. Denn die Reihe 


#(z, Q) = z e” tit Qin, - + Mek) 
((n)) 

ist eine Modulform von der Dimension —k. Formen Q mit ungerader 
Variabelnzah! fiihren aber auf Modulformen halbzahliger Dimension. Nach 
dem trivialen Fall (Form einer Variabeln) ware der erste interessante Fall die 
ternire Form, etwa Q = x? + 23 + 22, zu der die Potenzreihe (tr) gehort. 
Ihre Koeffizienten sind, wie man aus der Arithmetik weiB, durch Klassen. 
zahlen binérer quadratischer Formen der Diskriminante — 4 ausdriickbar. 
Multiplikative Eigenschaften dieser Koeffizienten aufzufinden. wire also 
von gréBtem Interesse. 

Nun ist die Méglichkeit eines Euler-Produktes fiir die Dirichlet-Reihe 
einer Modulform gegebener Dimension und ,,Stufe‘‘, wie ich gezeigt habe, 
verknipft mit der Existenz von linearen Funktional-Operatoren 7', zu jeder 
Primzahl p. die mit Hilfe von linearen ganzzahligen Substitutionen der 
Variabeln t mit der Determinante p erklirt werden. Und zwar muB durch 
Anwendung von 7’, auf die gegebene Funktion / stets eine Funktion derselben 
Stufe wie f entstehen. Wahrend nun bei ganzzahliger Dimension die Definition 
von 7’, sehr einfach und im wesentlichen nur auf eine Art méglich ist, ergibt 
sich aus der folgenden Untersuchung, daB bei halbzahliger Dimension die Ver- 
haltnisse ganz anders liegen. Ich betrachte in dieser Arbeit nur solche Modul- 
formen halbzahliger Dimension, welche sich bei Modulsubstitutionen mit den- 
selben Faktoren multiplizieren wie 

4 


(t) = y A(z) oder #(r) 


oder ein Potenzprodukt dieser beiden Funktionen. Dabei sind »(r), #(r) die 
aus der klassischen Theorie bekannten Funktionen 


mit 


n (T) an ei2 TT (1 — e? * int) 
n=l 
8 (Tt) = > etitn? 





die ¢ 


defii 


wil 


Of 
Fu 


Fu 


ha 


ie 








Euler-Produkt der Zetafunktionen und Funktionalgleichung. 269 


die aber hier nicht durch diese Formeln, sondern durch folgende Eigenschaften 
definiert werden sollen: 


1) 4 (t) und #(t) sind im Innern der oberen t-Halbebene iiberall regular. 


ai an 
2) n(r +1) =e# n(x), 9 (—+) = Vien). 
O(r + 2) = A(t), o(— =) = y- +t O(T). 


(Die Quadratwurzel bedeutet dabei den Wert, der auf der imaginaren 


(1) 
Achse positiv ist.) 
3) 24(r) und #§(r) sind ganze Modulformen der Dimension — 12 
bzw. — 4. Die beiden Funktionen sind hierdurch bis auf einen kon- 


stanten Faktor bestimmt, den man in der iiblichen Weise durch Angabe 
des ersten Koeffizienten bei t = oo fixiert. 





Fiir die oben bezeichneten Modulformen halbzahliger Dimension werden 
wir nun folgendes Haupttheorem beweisen : 

Es gibt fiir diese Funktionen im allgemeinen fiir keine Primzahl p einen 
Operator 7', von den oben geforderten Eigenschaften. Wenn es aber zu einer 
Funktion fiir eine ungerade Primzahl p einen solchen gibt, dann gibt es gleich 
a verschiedene Operatoren dieser Art und sie alle fiihren alsdann diese 


Funktion in Null iiber. 
Das Vorhandensein eines solchen Operators zu einer Funktion 
oe 2nint 


F(t) =a(0)+ Z a(nye * 


n=1 





hat ferner zur Folge, daB bei der entsprechenden Dirichlet-Reihe 
(s) = 2d a(n)n-* 
n=1 


sich ein p Faktor besonderer Art abspalten la8t: Mit konstantem f ist 
g(s) = (1—Bp-**)"!-§ FY ann’, 
(n, pp) = 1 

wo in der letzten Summe nur die durch p nicht teilbaren natiirlichen Zahlen n 
auftreten. 

Als zweites Theorem beweisen wir dann, daB dieser Ausnahmefall nun 
wirklich vorliegt bei 
n* (t) 
6 (tr) ’ 
beziiglich jeder Primzahl p > 3 und auch bei p = 2, 3, soweit diese Prim- 
zahlen bei den einzelnen Funktionen in Betracht gezogen werden miissen. 

DaB diese Behauptung zutrifft, wire aus den Reihenentwicklungen der 
Funktionen ohne weiteres zu ersehen, sofern man sie als bekannt voraussetzen 





y(t), (tr), (7), 
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wollte. Das Ziel unserer Untersuchung ist aber gerade, diese Aussage allein 
aus den Funktionaleigenschaften systematisch herzuleiten, und der nachher 
gegebene konstruktive neue Beweis ist nun auch befriedigender, indem er den 
engen Zusammenhang der obigen vier Funktionen mit den Primzahlen in 
Evidenz setzt. Die Existenz der Operatoren 7’, in den genannten Fallen wird 
dabei durch einen Induktionsschlu8B von den Primzablen < p auf die Prim. 
zahl p bewiesen, und die Dirichlet-Reihen werden bei diesem Beweis von vorn- 
herein als Euler-Produkte aufgebaut. Als naturgemiBes Beweismittel aus 
der allgemeinen Theorie benutzen wir nur gewisse Eisenstein-Reihen (zur 
Dimension 3 und — 2), dagegen nicht die explizite Kenntnis der Thetareihe 
oder die Kenntnis der allgemeinen Transformationsformel der Thetafunktion, 
vielmehr liBt sich die letztere mit Hilfe jener Reihen beweisen. 

Mit diesem zweiten Theorem ist dann auf Grund meiner allgemeinen 
Theorie*) ein Satz itiber Dirichlet-Reihen mit Funktionalgleichung bewiesen, 
der etwa aussagt, daB (in der dort gebrauchten Terminologie) es nur je eine 
Dirichlet-Reihe von der Signatur {/, 4,1} oder {A,3,1} und Kongruenz- 
bedingungen gibt (vgl. § 3) und daB in diesen Reihen als Basiszahlen in n“‘ 
nur die Quadratzahlen auftreten. Diese Dirichlet-Reihen sind namlich die 
wohlbekannten : 


Zu @(r) gehért 2 (2s). 
9 


n(T) » (28,7), 7 der eigentliche Restcharakter mod 12. 
n—-1 
n° (r) ,, L(2s—1,x), x(n) (—*) = (— 1) 2 wennn ungerade 
,mt(r)O-1(r),, L(2s l,z), 7(") = (+): 


Die Moduln 1, 3, 4, 12 sind diejenigen Moduln, zu denen es nur einen einzigen 
eigentlichen Restcharakter gibt, eben den hier vorkommenden Charakter y. 


§ 2 
> ~* 
Das Verhalten von 7 (t), ®(t) bei beliebigen Modulsubstitutionen 
und die Existenz der Operatoren 7. 
Die Funktion 4(r) = 7**(r) der ganzzahligen Dimension — 12, welche 
durch (1) definiert ist, gehért absolut zur Modulgruppe [(1), und durch 


Transformation der Primzahlordnung p entstehen daher bekanntlich aus A(t) 
die p + 1 konjugierten Funktionen 


A (pt), 4 p®, [=0,1,...p—1, 


%) Siehe die unter FuBnote 1) zitierte Arbeit, besonders § 6, wo hier der Fall 
N = 1, A = 2q oder = q in Betracht kommt. 
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welche bei beliebigen Operatoren L - aus der Modulgruppe nur eine 


Permutation erfahren. Dabei ist der Operator Z bei einer Modulfunktion F(t) 
der Dimension — k erklart als 


" b 
F\L= B (2253) -(er + d)-*. 


Daraus folgt, daB die p + 1 Funktionen 


T 





n(pt), | = 0,1,...p—1 


‘) 1 I 
p /¥p’ 
sich bei den Operatoren aus [ (1) untereinander permutieren bis auf Faktoren, 
die 24. Einheitswurzeln sind. Die zu entscheidende Frage ist, ob sich durch 
lineare Kombination dieser Funktionen mit konstanten Koeffizienten eine 
Funktion bilden laBt, die bei [ (1) sich héchstens um einen konstanten Faktor 
andert. 

Zur Beantwortung dieser Frage dividieren wir die Funktionen durch 
eine passende Potenz von (t), um Formen ganzzahliger Dimension zu er- 
halten, bei solchen verlauft das Rechnen mit den Operatoren L einfacher. 
Das Ergebnis ist: Fiir p > 3 ist 


‘9 
) 


2 H,(t) = 9 (pt): (ty? 


eine Form der ganzzahligen Dimension SS welche bei den Operatoren 
al ‘ 
(3) L= Ca Lcf(l), c=0 (mod p) (Gruppe Fo (p)) 


den Faktor 


, d 
e(d) = quadratisches Restsymbol (>) 
annimmt. Fir p = 3 ist 
(4) H}(t) | L e (d)- H3 (x), wenn L c [,(3), p = 3. 


Es ist also H, (rt) bzw. H}(r) eine Form vom reellen Nebentypus der Stufe p- 

Dieser Satz laBt sich einfach durch Rechnung beweisen, wenn man die 
24. Einheitswurzel kennt, um welche sich (1) bei beliebigen Operatoren 
aus [ (1) andert. Die Bestimmung dieses Faktors ist das beriihmte Problem, 
dessen Erledigung in der iiblichen Art aber entweder die Kenntnis der Theta- 
reihe voraussetzt, oder auf spezielle Formeln aus der Theorie der elliptischen 
Funktionen Bezug nimmt, oder nach Dedekind die asymptotische Entwicklung 
von log A(t) um einen rationalen Punkt benutzt, oder endlich durch nach- 
trigliche Verifikation der expliziten Formel geleistet wird. Einen anderen, 
innerhalb unserer Fragestellung erlaubten, konstruktiven Beweis (dessen 
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Grundgedanken zu anderen Zwecken schon in der Stufentheorie von Klein. 
Fricke vorkommen) bringen wir, um die Darstellung der Hauptsachen nicht 
zu unterbrechen, gesondert im § 4. 

Die analoge Frage fiir #(r) lat sich auf den vorigen Fall zuriickfiihren, 
denn aus der Abzahlung der Nullstellen von #(r) ergibt sich sofort die bekannte 
Darstellung 


(5) 0(t) = 


# (zr) bleibt invariant bei den Operatoren der Gruppe G(2) ; diese Gruppe wird 
erzeugt durch die Substitutionen 


l 
' _2 . = 19 
T t+2: ¢ : (Gruppe © (2)) 
und besteht aus den Modulsubstitutionen, welche mod 2 kongruent (5 ’) 


0 —1 . i — ; . , 
oder \ 0 ) sind. Sie ist konjugiert mit der Gruppe [,(2) innerhalb der 


vollen Modulgruppe und hat hier den Index 3. Die jetzt zu bildende Funktion 
(6) 0, (tT) pt) - d(r)y? 


hat man dann nicht bei der Gruppe [,(p), sondern bei der Gruppe > (p) 
,,liber G(2)‘‘ zu untersuchen, d. h. bei den Operatoren aus ['y(p), die auch zu 
(2) gehéren. Sie werde bezeichnet als 


Fo(p; 2) = D(Fo(p), G(2)). 
Hier folgt sofort aus (4) (vgl. § 4) 


(7) O,(1)| L e(d)O,(t), wenn LCP 4(p;2), p + 2 


“- 


Der Durchschnitt von [o(p;2) und deren konjugierten Gruppen innerhalb 
© (2) ist die Gruppe ['(p) ,,iiber G(2)“, etwa als [(p; 2) bezeichnet. Diese 
ist Normalteiler von 6(2), und die Faktorgruppe ©(2)/[(p; 2) ist wegen 
p + 2 wieder isomorph mit der biniren Modulargruppe IMN(p) mod p. 
Um jetzt die Méglichkeit eines Operators 7’, festzustellen, zunichst fiir 
» (t), bedenken wir, daB bei Funktionen des reellen Nebentypus der Stufe p 
die p + 1 konjugierten Funktionen 
(8) H,, H,|TU' (i modp), (7 =(} %'), U=(5 i)) 
bei den Substitutionen von [(1) eine Permutation und Multiplikation mit 
+ 1 erfahren, waihrend jede einzelne bei der Hauptkongruenzgruppe T (p) 
invariant bleibt. Also erfahren die p + 1 Funktionen (8) bei [(1) lineare 
Substitutionen, die in ihrer Gesamtheit eine Darstellung der Faktorgruppe 
[(1)/F(p) = Mp), der binaéren Modulargruppe mod p, bilden. Einen 
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Operator 7',, d.h. eine lineare Kombination der p + 1 Funktionen, welche 
bei [ (1) bis auf einen Faktor invariant ist, kann es daher nur geben, wenn 
diese Darstellung von IM(p) eine Darstellung ersten Grades enthélt oder wenn 
die Funktionen linear abhiingig sind. 

Die obige Darstellung von I (p) vom Grade p + 1 ist nun bekanntlich ¢) 


in zwei irreduzible Darstellungen des Grades prt zerlegbar, da sie durch 


eine Funktion H,(r) erzeugt wird, die nach (3) bei [(p) den Faktor e(d) 
annimmt (eine Funktion des reellen Nebentypus der Stufe p). Es lassen sich 
genau zwei lineare Verbindungen der p + 1 Funktionen (8) bilden, die eben- 
falls vom reellen Nebentypus der Stufe p sind und deren jede eine der erwahnten 


irreduziblen Darstellungen des Grades os erzeugt, niimlich 


p-1 


a H ,(r) t Po H, TU', wo «= ( 1)? Dp. 


i mod. p 


Verschwindet aber eine von diesen identisch, so sind auch ihre Pe kon- 
jugierten Funktionen identisch Null. 


Durch die gleichen Uberlegungen finden wir fiir jedes Potenzprodukt 
mit positiven oder negativen ganzen Exponenten @, b 


(9) F(x) = 7*(1t)+ (vr) mit ungeradem u a+b 


den allgemeineren Satz: 
Fiir jede Primzahl p > 3 und, wenn a= 0 (mod 3), auch fiir p = 3 
erzeugt 


(10) ®,(t) = F(pt)-F-?(t) 


mit ihren Konjugierten innerhalb [ (1) (wenn 6 = 0) o er innerhalb G (2) 
(wenn 6 + 0), eine Darstellung vom Grade p + 1 der biniren Modulargruppe 
M(p). Diese Darstellung zerfillt in zwei verschiedene irreduzible Dar- 


stellungen des Grades =, Die letzteren beiden werden je erzeugt durch die 


beiden Verbindungen 
(11) aP,(r)+ L &,|TU*". 
i mod. p 


Verschwindet eine von diesen identisch, so sind auch ihre ex konjugierten 
Funktionen Null. Andere linéare Relationen zwischen ®,(t) und ®,|7'U*' 


kénnen daher nicht existieren, da beide Darstellungen irreduzibel sind. Aus 





‘) Die Untersuchung dieser Gruppe in der hier interessierenden Beziehung ist 
ausfiihrlich dargestellt in meiner Arbeit: Analytische Arithmetik der positiven quadrati- 
schen Formen. Dansk. Vidensk. Selsk. Mathem.-fys. Meddel. XVII, 12 (Kébenhavn 
1940). 
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demselben Grunde kann auch keine andere lineare Verbindung bei allen 
Operatoren von T (1) bzw. G (2) sich nur um konstante Faktoren andern. 
Nun besitzt F(t) eine Entwicklung 


2ait 


(12) F(z) + a(n)zt, mit z,=—e * , A ein Teiler von 24. 


n=0O0 


{Ist der Exponent @ in (9) durch 3 teilbar, so ist A nicht durch 3 teilbar, so 
daB wir in (11) die Zahlen 21 als Multipla Al von 4 annehmen diirfen.] Und 


hier ist 
— ] —p p-!. 
(13) @,| PO" = F(a) Flay): (+40 * 
= («F-vit +anR(=*) — (uP » (r) P(E) 
mit 
e-: 
tat. 
} “7 


Heben wir schlieBlich den gemeinsamen Faktor F~?(r) aus allen Gliedern 
in (11) heraus, so erhalten wir folgenden Hauptsatz: 

Satz 1. Es sei F (rt) eine Funktion nach (9), p eine Primzahl > 3, oder, 
wenn a durch 3 teilbar, auch p = 3. Aus den p + 1 Funktionen 


F (pt), F (5=**) (mod. p) 


laBt sich keine lineare Verbindung bilden, die bei den Operatoren von T (1) 
(bzw. von & (2), wenn b = 0) sich nur um konstante Faktoren dnderi, auer 
wenn diese Funktion identisch Null ist, und dann ist 


(tT+Al 


(14) a F (pr) +C* s’ Fi ) = 0. 


imod p 


Auch fiir die Primzah! 2 wird in gewissen Fallen das Bestehen einer 
Gleichung 


(15) yP(2t) =3(F ($)+F()) 





bewiesen. In jedem Fall werde fortan das Bestehen von (14) oder (15) mit 
irgendeinem Wert «, y als der ,,Ausnahmefall‘‘ bezeichnet. Dabei ist zu beriick- 
sichtigen, daB (14) mit « = 0 besteht, wenn p = 3, aber der Exponent a 
nicht durch 3 teilbar ist. 


Satz 2. Das Vorliegen des Ausnahmefalles fiir F (t) bei einer Primzahl 
p =2 bedeutet fiir die entsprechende Dirichlet-Reithe die Moglichkeit, einen 


p-Faki 
von p 


(16) 


(17) 


30 fol 


[a (2) 


(18) 


Also 


irred) 
dure] 
derer 


werfe 
Orts’ 
To(p 


Nim} 


8 g 


und 


(19) 





Euler-Produkt der Zetafunktionen und Funktionalgleich ung. 275 


p-Faktor einfachster Art abzuspalten, der tiberdies nur die geraden Potenzen 
von p~* enthdlt. Es ist dann 








g(s)= LY a(n)n-* =(1—Bp**)-1 San) n-* 
n=l (n, p) = 1 

(16) Cc * 

(mit 6 = -——). 

Gilt nimlich eine Gleichung 
4 1 LL) 
(17) BF (pt) — — Ps F(*t*!) <0, 
P i mod. p P 


so folgt fiir die Koeffizienten 


in 
Ba (=) = a(n p) 
(a(x) = O gesetzt, wenn < nicht ganz]. Danach ist fir k = 0,1,2,... 


a(np**) = pta(n) 
18) ° 
a(np****) = 0, wenn (n, p) = 1. 


- u-l 
acd u - ach 


Also gilt (16): Hierbei ist fir p > 3 nach (14) 8 = -——- = 4 p?. 


Das Vorzeichen von « hangt bei p > 3 davon ab, welche der beiden 
irreduziblen Darstellungen durch (11) annulliert wird. Die Entscheidung wird 
jurch die Entwicklung der linken Seite von (11) um den Punkt tr = 0 gegeben, 


deren Kenntnis auch fiir den spiteren InduktionsschluB nétig ist. Wir unter- 
0 
1 


, : 1 : — — 
Ortsvariable bei — == 0 ist z, fiir die Gruppe ['9(p) und z,, fiir die Gruppe 


werfen also t in (11) der Transformation 7’ = ( aa und entwickeln nach z;, . 


[.(p; 2). Nun ist bei p + 2 
wath ined Mace (iyi 7) =2 
Nimmt man 1 + 0 (mod p) und dann 
ll'=—1(modp) und 1+’ gerade, 
so gehért R zu [o(p; 2). Wegen (3) ist 
®,|R = e(l) D, 
und daher fiir J + 0 (mod p) 
®,|TU2'T =.¢(21)0,|TU2", wo 41l’= —1 (mod p), 
(aD, + 29,| TU*)|T =a®,|T + e(—1)9, + os e(—21)®,| TU*". 


Pp 


(19) 
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Im Ausnahmefall ist daher auch noch 
a C* F(—) + e(— 1)F(pr) + C* s’ e(— Ab F(=***) —0, 
p _ vp 
(20) a imod p 


Ov & a(n) {a + e(— A) G- e(m)} 2, + e(— 1) EZ a(ny2g" = 


wo G die GauBsche Summe ist 


2a il (>) — 
G=Zehe > =i?! yp. 
r 

Ist also 

cc (2S) wee w—l 
a+e(—A)G=0, B=e«(—AG “lhe e(— Aji? 8 p . (p > 3), 
so sind in F(r) alle Koeffizienten a(n) = 0, wo e(n) = — 1, im anderen Fall 
fehlen die mit ¢(n) + 1. — Als Folgerung aus Satz 2 werde noch aus. 


driicklich formuliert: 
Satz 3. Liegt fiir alle Primzahlen < K bei F(r) der Ausnahmefall vor, 
so ist 
a tory . . 
a(n) = 0, wenn n < K und Yn irrational. 


Denn dann gilt fiir alle Primzahlen < K die Produktjormel (18) ftir a (n). 


§ 3. 
Nachweis des Ausnahmefalles fiir , 0, 93, 9*-#-}. 

Wir wollen nun zeigen, daB bei allen p fiir die genannten vier Funktionen 
der Ausnahmefall vorliegt. Dabei soll dies allein aus den definierenden Funk- 
tionaleigenschaften erschlossen werden, waihrend wir die Reihen nicht als 
bekannt voraussetzen. »(r) und #(r) sind bereits durch (1) definiert; 7 


und 7-1 sind ganze Modulformen der Dimension — } mit den weiteren 
Eigenschaften : 

225 
(21) 3) F(x +1) =e* F(r) fir F(t) = (1), 


4) F(x +2) = e® P(r) fiir F(r) = n*(r) - O-1(r). 
Dazu in beiden Fallen P( —=) = (y- 1 1) F(z). 
Die Zahl A, welche in der EntwicklungsgréBe z, auftritt, hat die Werte 


= 24 bei » (r), 
= 2 bei #(r), 
= 8 bei 73(r), 
= 6 bei n*(r) - #-1(rz). 


lA 
2) a 
9« 
(22) 3) A 
4) A 
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Aus dem Verhalten bei tr + 1, t + 2 geht hervor, daB nur solche Koeffizienten 
a(n) in den Reihen + 0 sein kénnen, wo n gewissen Restklassen mod A an- 
gehoért, und zwar muB8 offenbar sein, damit a(n) + 0: 


1) m =1 (mod 24) bei » (r), 
2) keine Bedingung bei # (r), 
3) 7 =1 (mod 8) bei »3(r), 
4) n=1 (mod3) bei (rt) - #-1(r). 


(23) 


Die Dirichlet-Reihen » (s) zu den vier Funktionen erfiillen gewisse Funktional- 
gleichungen vom Typus der Riemannschen Gleichung fiir ¢(2s), und zwar 
sind sie in der von mir benutzten Terminologie von der ,,Signatur‘ 


1) und 2) {A, 4, 1}, 
3) und 4) {A, + 1}, 


aber tiberdies mit den Kongruenz-Bedingungen (23) fiir die zulissigen Basis- 
zahlen n in den Potenzen n-*. 


Es wird sich ergeben, daB in den vier Fallen auch noch g (+) eine spe- 
zielle Dirichlet-Reihe ist, und daB jede ein Euler-Produkt von der in Satz 2 
beschriebenen Art ist. 


Wegen der Kongruenzen (23) liegt nun zunichst der Ausnahmefall vor 


1) fir p = 2 
3) fir p = 2, 
4) fir p = 3, 


weil diese Primfaktoren in dem Euler-Produkt fehlen, d.h. die mit «, 8, y 
bezeichneten Zahlen den Wert 0 haben. 

Die Fille 7 und 7% sind daher am einfachsten zu erledigen, und der fol- 
gende Beweis laBt den Induktionsschlu8 besonders einfach iibersehen: 


1. Es sei p eine Primzahl > 3 und fiir alle Primzahlen < p liege bei 
F(t) = y(t) der Ausnahmefall vor. Die 24. Potenz der Funktion 


f(t) =BF(pt)-2 )' F(St™) = | 


i mod d 


‘Ba (=) —a(n p) PBs 


p 


bleibt invariant bei den Operatoren aus [)(p) und hat die Dimension — 12, 
besitzt also als ganze Modulform genau p+ 1 Nullstellen, wenn sie nicht 
identisch 0 ist. 
Die Entwicklung bei t = 0 in (19) zeigt, daB nach Satz 3 die Koeffi- 
zienten von 23, » fiir n < p simtlich verschwinden, wenn ‘ 
p-1 p-3 é-3 .e-! 3) 
B=e(—24)i* * =e(—6)(—1) 8 . = 0) = (=). 


Mathematische Annalen. 119 19 
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Mit diesem Werte von f hat also /,(r) bei r = © eine Nullstelle der Ordnung 


> a bei t = 0 eine solche der Ordnung = z. Dann ist aber der Quotient 


f(t): " *4(r) bei t = ©, r = O und in allen Punkten der oberen Halbebene 
regular, iiberdies absolut invariant bei [,(p), also 
f(t) = A n(r), 


wo A eine Konstante. Nach Satz 1) muB daher f/,(r) = 0 sein, mithin liegt 
auch bei p der Ausnahmefall vor,q.e.d. Die Dirichlet-Reihe zu F(r) entsteht 
also hier unmittelbar in der Gestalt des Euler-Produktes 


p(s) = 17 (1 - x(p)p-**)?, 
p 





wo 
p-l 
z(p) = e(3) =(2)(—1)* 
der eigentliche Restcharakter mod 12 ist, d.h. 
y(s)= ZF zx(n)n-** = L(2s,y¥); n(t)= ZF x (n) 23). 
n=1 n=1 


3. Durch denselben Schlu6 [nur dal hier auch noch bei p = 3 die Giiltig- 
keit von Satz 1) herangezogen werden mu8] finden wir, daB 


‘ 1 YY ./t+81 
f(t) = Bmpr —— DS’ (=) 
i mod p 


bei rt co, t = 0 Nullstellen von mindestens der Ordnung wie n3(t) besitzt, 
° 1 
naimlich 7 bzw. + sofern 


9 


e—*)-s2 oat p-l 
B = e(—8)8 * * +p =e(—8)(—1)® -p=(—1)*p 


und fiir die Primzahlen < p der Ausnahmefall vorliegt. Deshalb gilt dies 
auch fiir p, und schlieBlich wird also die Dirichlet-Reihe zu »3(t) 


g (s) = IT (1 — x(p)p~**y* E z(nyn'-** = L(2s — 1, y) 
mit 
4 
z(p) = (— 1) * ai 
3(t) = Dy nx(n)zn°. 
n=1 
2. F(x) = #@(r). Hier erfordert die Primzahl 2 eine besondere Unter- 
suchung. Die Funktion #(2 1) p-8(—) ist offenbar absolut invariant bei 


[ (4). Die Nullstellen und Pole liegen nur in den rationalen Spitzen. Hier zeigt 
die Reihenentwicklung nach (5), daB auch noch die 8. Wurzel eindeutig 
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in den Ortsvariabeln von [ (4) ist. Da [ (4) das Geschlecht 0 hat, gehdrt also 
die 8. Wurzel auch noch zu [(4), ebenso wie die konjugierte Funktion 


0(2 rt) - (et 4 Also sind die Quotienten der drei Funktionen 
(24) (27), O(5), o(+*) 


bei [ (4) absolut invariant. Daher gehért die 8. Potenz jeder linearen Ver- 
bindung 


ad(2t) +60(+) + 0 (*t*) 


zu [ (4), weil dies fiir (2 r) gilt. Diese Verbindung kann als Form der Dimen- 
sion 4 nicht mehr als 


i u(4)_ 
. -_— 


Nullstellen in [ (4) besitzen, ohne identisch zu verschwinden. Nun hat im 
Punkte t = oo, wo z, Ortsvariable ist, 


fe(t) = #(21) — 5 (6 (= )+0(*4*)) = X( (+) —a( (2n)) 23 


eine Nullstelle der Ordnung = 2, daher /,(t) = 0, es liegt also bei 2 der Aus- 
nahmefall vor. 
Der Induktionsschlu8 verliuft noch einfacher als in den vorigen Fillen: 


Denn liegt der Ausnahmefall fiir alle Primzahlen < p (p 2 3) vor, so hat nach 


(19) auch 
os 1 y +21 
fp (t) = BO(pt) — = 6 (===) 


i mod p P 
bei t = 0 eine Nullstelle der Ordnung = p, wenn 
Ray .a 
>) ~~? 


B= e(—2)82 = +1. 


Die Funktion muB also identisch verschwinden, da sie andernfalls nur 


ae. Nullstellen haben kénnte. Also 


a 


g(s) = a(1) 77 (1 — p-***=a(1) C (28), (tr) = 1+ a(1) 
p 


4, Endlich ist auch bei f(r) = (1) #-1(r) die Zahl 2 zunichst gesondert 
zu behandeln. Es ist 
n (rt) 24 (2 tr) = A(t) - 4(2 7) 
eine bei den Operatoren von [ (4) [sogar von [(2)] invariante Modulform, 
Durch die Operatoren von [(1) entstehen hieraus nur die 3 Funktionen 





A(r)- A(21), A(t)-4(>), 4(x)- 4(**). 


19* 
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Die 6. Wurzel aus jeder dieser Funktionen ist aber offenbar bei r = © noch 
regulir in der Ortsvariabeln z, zu [ (4) und daher ist 

| A(r) - A(2 t) = f(r) - nt (2 7) 
im Fundamentalbereich von [ (4) regular in der Umgebung jeder Stelle. Da 
[ (4) das Geschlecht 0 hat, .st sie also invariant bei [ (4), ebenso wie die 


konjugierten Funktionen 
1 
nt(t)- (5), n(x) nt (FF). 


Mit Riicksicht auf die oben bei (24) benutzte Eigenschaft von #(r) gilt daher 
auch fiir F(t), daB die 24. Potenz jeder linearen Verbindung 





aF (2 t) + bF (=) + eF (*+*) 


bei den Operatoren von [ (4) invariant ist. Als Form der Dimension — : hat 


3 wu (24) 


sie genau 5 “= 3 Nullstellen in [(4) oder ist identisch 0. Wegen (23) 


ist a(2) a(8) 0 und daher verschwindet 


yF (=) —>(F(S) +P (SE) = D (va(4)- a(2n)) 2% 


bei T co wie 2; z,;, wenn y a(4) genommen wird. Also ist der Aus- 


nahmefall fiir 2 wieder vorliegend und 


(25) yF (27) = 5(F(5)+F(4)). 


2 


Aus den Reihen fiir 4(t) und #(t) findet man y = 2. 
Hieraus entnehmen wir die Entwicklung von F(t) um den Punkt 1 l, 
deren Kenntnis bei dieser Funktion fiir die Durchfiihrung des Induktions- 


schlusses nachher erforderlich ist. Wit setzen 


, {tT—1 
. (- Tt — . 1 —1 
G (tT) <= —— = F\S, wo S = ( } = UT 
Funke 1 0 
Zuniachst ist G24(r) bei U invariant, weil 
1 7TT Q-1 0 ily 9 
Ss U Ss = { — 9) Cc © (2) 
Andererseits muB F(t) bei rt 1, also G(r) bei tr co eine Nullstelle der 


genauen Ordnung 
3 
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haben, woraus sich 
G(r +1) = (G(r) mit (=—e* 


und eine Entwicklung von der Gestalt 


(26) G(r) xs b(n)z, 
n =1 (24) 


ergibt. Um G(r) zu erhalten, ersetze man in der aus (25) folgenden Gleichung 
F(t) = 2yF (41) —F (rt + 3) 
rt durch S(t) und findet nach Anwendung von (1) mit 9 = ¢ 
ry Y 9 Tt 
G(t) = 7 e@F\(z) — 0? F (r) 
»y ¥’ 


= p2 + a(n) 23, — 0? Sy a(n) 2 


“24 “6 


oa 
oiy 7 —“y : \ 
= —— 5 a(n) 23, + 0? > 2% (a(4n) 4 — a(n)). 
n=1() oat 


Die Koeffizienten der letzten Summe verschwinden wegen (23), und in (26) 


ist daher 
o? 


ae 


o2y 
(27) b(n) = *-a(n) = a(n) (n=1 (mod 24)). 
4 
Zur Durchfiihrung der Induktion brauchen wir bei dieser Funktion 


F(r) aber nun die Entwicklung von 


1 YD pte 

y(t) = BF(pt) -— )” F(**) 

P | mod p 
in jeder der vier rationalen Spitzen des Fundamentalbereiches von [9(p; 2). 
Diese vier Punkte sind 
T o, 0, -, l. 
P 

Transformieren wir durch je eine passende Modulsubstitution den betreffenden 
Punkt nach ©, so sind als Ortsvariable in [,(p; 2) zu nehmen 


bzw. 2, 22 a, 8 


“2p? “_ 
, P ’ ; 3 Ds 
und /,(t) hat in [9(p, 2), wenn es nicht=0 ist, genau a a ) Nullstellen. 


Liegt nun der Ausnahmefall fiir alle Primzahlen < p (p > 3) vor, so hat nach 


P 


der Formel (19) und nach Satz 3) f,(r) bei tr 0 die Ordnung = 3» wenn 


man nimmt 





Ry ets: 
cere = 2 (8), 


AuBerdem hat /,(t) bei t = o offenbar die Ordnung 2 }. 


(28) fp = p-e(— 6)-1 








282 E. Hecke. 
, 1 ' 
Zur Untersuchung im Punkt rt = 7 ersetzen wir t durch 


a ae 
Nun bleibt 

f,(t) -F-? (x) |L 
bei U2 invariant, weil 

LU2L-1c TF (2 p). 
Also ist diese Funktion eine Potenzreihe nach Z,. Ferner ist 

F%(z)|L = Ge 

und F\L G besitzt eine Entwicklung nach z.,. Deshalb ist f(t) |L eine 
Potenzreihe nach z.,, und da sie offenbar Spitzenform ist, hat /,(r) bei tr = 1 


, a , ; 
die Ordnung = a Damit haben wir 


9 


p+1 1 3 Pp 
stags gt) — 9 
Nullstellen von /,(t) festgestellt. Im Punkte r = 1 findet sich endlich die 
letzte Nullstelle der Ordnung > E wie aus folgender Berechnung hervorgeht: 
Mit 
® = F(pt)-F-"?(r); A(t) f,(t) -F-?(r) 
ist 
~ 9 
H|S = po|\S——, )'o|TU?'.8. 
P imod p 
Bei 2] + p — 1 (mod p) ist mit 
n 1+2l, nn’=— 1 (mod 2p) 


TU*'S = TUT = R,U-*TU" = R,U-"-8U", 
-1 
R,= ("5 °) mod 2 p 
(29) ®|TU*'S = e(n) -®|SU" = e(-— n')}®| SU", 


p—l 
“3 





wahrend fiir l 


®|TUP-1§ = Cor (F2—*) p-r(e +p—1)|8 


3 


p-l 
) ? G(pt)G-? (z), 
O18 = F (PPP (5) oy 


"ae 


= 03 p(9i 


p-l 
= O39? G{ =) @-P (x). 
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Somit wird bis auf einen Faktor o vom Betrage 1 


—1 
(=) : as 1 

i tT =. ga(7)\ _— fa¢ 2 . = 5 - t+! 
— a = BOSG(—) Vpi G (pt) pm Fre(— G(T). 





In der Summe soll / die ungeraden Zahlen mod p durchlaufen. Wegen (26) 
indert aber das einzelne Glied seinen Wert nicht, wenn wir / durch eine mod p 
kongruente Zahl ersetzen. Daher darf/ auch ein durch 24 teilbares Restsystem 
durchlaufen, wodurch der Faktor ¢-?' wegfallt. Unter Beriicksichtigung 
von (28) verschwindet daher diese Funktion bei tr = o wie 294, d.h. in der 
Ordnung = z wenn der Ausnahmefall fiir alle Primzahlen < p vorliegt. 
Also hat /,(t) die gleichen Nullstellen wie F(t) und muB daher, wie in den 
anderen Fallen identisch 0 sein, q. e. d. 
Es wird also 


p(s) = [7 (\—x (p) p'-**)"? = L(2s — 1,y), 
p 


6 (r) a, 


y*(r 7 n2 
, s NY) 2, 


wo 


x(n) = (=). 


§ 4. 
Beweis der Transformationsformel fiir 7 (pt), 0 (pt). 

Der Beweis der Grundformel (3) und (7) aus § 2 werde nun nachtriglich 
gegeben. Die Grundgedanken dazu sind bereits in der Stufentheorie bei 
Klein-Fricke5) entwickelt, nur ist dort die Herleitung in spezielle Fragen 
aus der Theorie der elliptischen Funktionen hineingearbeitet. Ich gebe hier 
die Hauptpunkte in unmittelbarem AnschluB an die Eisenstein-Reihen. 
Es sei p eine ungerade Primzahl. Die in Gleichung (2) auftretende Funktion 

o-%4 — ( n? (t) \** _ A? (zr) 

‘” (pt) A (pt) 
ist offenbar eine ganze Modulform zu [o(p) von der Dimension — 12 (p — 1). 
Sie ist im Innern der oberen Halbebene von Null verschieden und hat als 
einzige Nullstelle, und zwar von der Ordnung p? — 1, den Punkt rt = 0, wie 


aus der Umformung 


—24 | ae \*) 2 
@-4| T ‘ pi 


5) Klein u. Fricke, Ellipt. Modulfunktionen, Bd. II (Leipzig 1892), S. 275/276. 
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hervorgeht. Nun ziehe man die Eisenstein-Reihe der Dimension — 3: 


Gs (Tt; 4;,42;p) = FL (m t+m,)-3 


mq = a ¢ (p) 


heran, welche bei den Operatoren (° ’) = L aus [ (1) sich gemaB 


G(T; @,, 2; p)| L = G3(t; aa, + cag, ba, + dag; p) 
verhalt. Das Produkt 


p-l 
Q(t) = JT G5(r; 0,1; p) 


ist daher auch invariant bei [(p). Es hat die Dimension — 3 (p — 1) und 
ist bei tr = co von 0 verschieden, wahrend es bei tr = 0 eine Nullstelle der 


—1)( , , 
Ordnung 8 (p—1)(p-+1) besitzt, was unmittelbar aus der bekannten Potenz- 
12 


entwicklung*) zu entnehmen ist. Daher hat es keine weiteren Nullstellen. 
{Man erinnere sich daneben, daB jedes G, ein Teilwert der WeierstraBschen 
Funktion g’(u; 7,1) ist!] Mithin ist der Quotient ®-*4 -Q-4 invariant bei 
[o(p) und iiberall regular, also eine Konstante. Folglich ist auch noch 


@p-6 : C,Q 
zu [o(p) gehdrig, unter C,, C,, .. . passende Konstanten verstanden. Wegen 
G3(t; 0, p — 1; p) G(r; 0,1; p) 


ist aber 


p-1 
a 
Q(t) = (— 1) ” AT, &3 (5 9,1; p) 
und folglich auch noch 
p-l 


p-3 — C, ii G,(t; 0,1; p) 
t= 1 


, . ; b F 
eine Modulform der Stufe p. Bei den Operatoren L = * a) aus [9(p) wird 
aber nun 

@-3|\L = + @-3, 
worin sich das Vorzeichen nach dem GauBschen Lemma aus der Theorie der 
quadratischen Reste zu 


e (d) = quadratischer Restcharakter (<) 


bestimmt. Damit ist die eine Formel aus § 2 bewiesen: 


(30) @3\L = ¢(d) G3, wenn LCP o(p), p + 2. 

*) Die Reihenentwicklungen sind zusammengestellt z.B. in meiner Arbeit: 
Uber Modulfunktionen und die Dirichletschen Reihen mit Eulerscher Produktentwiek- 
lung I. Math. Annalen 114 (1937), S. 27. 
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DaB auch noch die 3. Wurzel daraus sich ebenso verhalt, wenn p + 3, wird 
nun so gezeigt, daB wir die 2. Potenz von ® mit den Eisenstein-Reihen der 
Dimension — 2 in Verbindung bringen und nachweisen, daB sie bei I, (p) 
invariant ist. Es sei jetzt p + 2,3. Man betrachte das Produkt 


p-l 


P(t) = IT Gz (x; 0, 21; p) — Go(x; 0, 1; p)). 
tas 1 





Da jetzt 
G2(t; 0,1; p) = + G(r; 0, — 1; p), 
so ist 


P(r)|L = P(t), wenn Lc Po(p). 


P(z) ist eine a Modulform zu [y(p) von der Dimension — (p — 1) und 

p— 
12 

Bei t = 0 bilde man 





hat daher nur ———— 1 Nullstellen. Bei t = ovist jeder Faktor von 0 verschieden. 


p~-1 


9 


(31) P(- =)t @-) — JJ G.(r; 21,0; p) — G(r; 1,0; p)) fir t= @. 


=1 
Hier verschwindet das einzelne G, nun bei t = o genau in der Ordnung m, 
wo m die kleinste positive Zahl ist, die einen Teiler besitzt, der kongruent + 
oder 1 mod p ist®). Die einzelne Klammer in dem Produkt (31) ver- 


schwindet also in der Ordnung 


p—2l, wenn p—2I1<l, dhl>F 





4 
und 
. a 
l, wennl < 5° 
Mithin ist die Gesamtordnung von (31) bei rt co 
7 = 
> pith ant 
t+ Pg (P “> a. 
. zB 
='SF £ <l<p 


Daher hat P(r) keine weiteren Nullstellen. [Es sei daran erinnert, daB die 
einzelne Klammer in (31) die Differenz von zwei @-Teilwerten ist, die be- 


kanntlich im Innern der t-Halbebene nicht 0 ist.] Daraus folgt 
@-% — (,P2(1), @-2? = C,P(r). 

Also ist bereits ®2 bei [y(p) invariant und aus (30) folgt damit auch 

(32) ®|L = e(d)D, ween Lc[o(p), p + 2,3. 


Die entsprechende Behauptung fiir #(r) folgt aus der Beziehung 
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Wir setzen 


O (rt) B(pt)- P(r). 


Da #8(r) bei G(2) invariant ist, so ist bei ungerader Primzahl p 


(33) O8(r) IL 68, wenn L cP,(p) und Lc G2), d.h. Lc Fo(p; 2). 


Ferner ist (mit |o 1) 
,(t+l 
é “Ca 
Y(t : O. 
(*) @ (r) 
ab 
Mit LZ ‘- ) ist weiter 
cd 
t+1 b+-d—a—ce 
L (a-¢) 9 T r i 
stl 2 2 sy tT+1 
20 t+] a \—-)- 
2c—— +d—e 


Wenn L c [,(p; 2), so gehért L* zu [5(p); also 


™+1) 


@3 { 


L = e(d—c) gs (== t) = ¢(d) D8 (- 7s) 


a 
(34) 63 (1) | L e (d)O3(r). 

Aus (33), (34) folgt endlich 

(35) O(r) | L e(d)O(t), wenn Lc Fo(p; 2); p + 2. 


Es verdient vielleicht bemerkt zu werden, daB man aus diesen Formeln die 
vollstandige Formel fiir das Verhalten von #(r), y(t) bei [ (1) oder 6(2) 
entwickeln kann. Aus (35) folgt durch Iteration z. B. ohne Schwierigkeit fiir 


jede ungerade positive ganze Zahl n 


d o> ‘ 
(36) O(n t)- 3° *(2t)|L = (—) P(nt) PH "(r), wenn Lc Py(n; 2). 
nm 


Nehmen wir speziell 


a bY) 0 —1 > 
37 y= : d2,c> 0, ] 
(37) L i. 4) (1 9 ) mod c> LcFf(l) 
und setzen in (36) c, so erhalten wir 
l—c¢ 
at+b at+b id > 
Pile oe = |— (et) ¥-° (Tt) -(eT + . 
9 \¢ 4a) \ez+a) (~) Pt 1) O° (tr) (et +d) . 
und da 
, at+b aw 1 J 1 
vie sya) = 8 (¢— a5) =i ata) 


: V¥—i(er +d) 0(ct+d) = j- “i(et + d) # (ct), 
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so finden wir 


l-e 1—e 
owen? (¢) gL (4) yoaee ay 
(Sa) = (S)porereg et tOF = F* (5) sort ay” 
) Andererseits 





(S62) aorta a (Y—i(er i(et +a)’. 


\ 8(t) 


2 


Da c ungerade, c? = 1(8), folgt der gesuchte Wert von 


l-e 
(38) nae =i" (4) V-ter+a 
unter der Bedingung (37) fiir L. Die Quadratwurzel ist dabei mit positivem 
Realteil zu nehmen. Durch Zusammensetzung mit 7' ergibt sich dann die 
allgemeine Formel fiir 6 (2). Ahnlich kann man offenbar bei 73(r) und dann 
bei »(r) selbst schlieBen. 
Das quadratische Restsymbol kommt also in die Thetaformel durch 


das GauBsche Lemma hinein. 


(Eingegangen am 20. 7. 1943.) 





























Sur les valeurs moyennes des fonctions. 
Par 


M. Michel Ghermanescu a Timisoara (Roumanie). 


Les recherches sur les fonctions définies par des propriétés de leurs valeurs 
moyennes ont pris un développement remarquable depuis Je célébre théoréme 
de Gauss, concernant les fonctions harmoniques. Nous avons donné, nous- 
méme, beaucoup de ces propriétés dans Jes derniéres dix années, comme la 
définition des moyennes d’ordre supérieur, |’équation aux dérivées partielles 
du second ordre, satisfaite par toute moyenne d’ordre donné, analogue, en 
ce qui concerne cette propriété, a ]’équation satisfaite par le noyau résolvant 
de toute équation intégrale dans la théorie de Fredholm, etc. 

Nous avions supposé, dans nos travaux antérieurs, que la fonction initiale 
u (M) possédait des dérivées continues jusqu’ 4 un certain ordre donné. 

Nous donnons, dans ce qui suit, les éléments fondamentaux d’une recherche 
systématique sur les valeurs moyennes des fonctions, dans laquelle nous 
faisons ]’unique hypothése de la continuité de la fonction initiale «(M/) dans 
un domaine donné D de |’espace & p dimensions. I] est clair que tous les 
résultats ci-établis s’étendent facilement au cas des fonctions sommables 
dans Je sens de Lebesgue, comme on |’a fait pour le théoréme de Gauss et 
son réciproque. 

Le présent travail est divisé en trois parties. La premiére comprend 
l'étude des moyennes périphérique, spatiale ou d’ordre quelconque, ]’équation 
aux dérivées partielles du second ordre, satisfaite par Jes moyennes d’ordre 
donné k, les propriétés des moyennes des fonctions qui satisfont & une équation 
aux dérivées partielles linéaire donnée. Nous donnons ensuite une définition 
globale du japlacien d’ordre » d’une fonction continue, équivalente au fond 
& Ja définition ponctuelle connue. Cela nous permet de mettre en évidence 
une classe remarquable de fonctions dérivables qui ont pour Jimite une 
fonction sans dérivée. 

La deuxiéme partie comprend |’étude des fonctions définies par des 
relations avec ou entre un nombre déterminé de moyennes de différents ordres. 
C’est ainsi qu’apparaissent les fonctions m-métaharmoniques, qui satisfont 
a l’équation aux laplaciens 


A™u + A,A"™-'u +--+ +4 


“mm 


% = Q, 


dans laquelle les A; sont des constantes. Ces fonctions n’ont pas fait, jusqu’ a 
présent, l’object d’une étude approfondie et elles en méritent une, d’aprés 
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les propriétés remarquables que nous leurs avons découvert et qui figurent 
dans les deux derniéres parties de ce travail. 

La troisiéme partie est consacrée a |’étude des fonctions définies par 
des relations avec ou entre un nombre déterminé de moyennes du méme 
ordre, prises sur des hypersphéres concentriques. On retrouve les fonctions 
m-métaharmoniques, dont nous donnons aussi une définition globale, 4 l'aide 
d’une intégrale de surface. Nous obtenons aussi une équation intégro-fonc- 
tionnelie, satisfaite par une telle fonction. 

Une bibliographie est placée 4 la fin de ce travail. Nous avons désigné 
par un chiffre romain, placé dans un crochet, le nombre d’ordre du travail 


a uquel nous renvoyons. 


I. 


1. Moyenne périphérique et spatiale, — Soit u une fonction continue dans 
un domaine D de |’espace & p dimensions. La moyenne périphérique ou super- 
ficielle de la fonction u, prise sur une hypersphére Z,,, de centre P(x}, 22,...., Zp), 
intérieure & D, est donnée par 


7 


1 | u(M)dz,, 


*] 
5, ] 
“P 


(1. 1) Mo (u, P) = 


ot M est un point de 2, et S, Vaire de X,. 

Cette moyenne existe toujours, en vertu de la continuité de « dans D 
et se réduit 4 u(P) lorsque 2, se réduit & son centre P. Elle est une fonction 
continue et finie du point P et du rayon R, dans D. 

La moyenne po(u, P) est une fonction paire du rayon R car, en changeant, 
Ren — R, cela revient 4 remplacer le point courrant M par son symétrique M’ 
par rapport au centre P et qui parcourt l’hypersphére 2, en méme temps 
que &M. 

La moyenne spatiale de la fonction u est définie par 


u(M)dV,, 


Vy 


1 
Vy 


p 


(1. 2) [ty (4, P) = 


V, étant le volume de ’hypersphére 2, et !’intégrale étant prise  ]’intérieur 


de Z,. On a aussi 
R 


(1. 3) fy, (4, P) = = bo (u, P) R?~* dh. 
0 

La moyenne spatiale (wu, P) existe toujours en vertu de la continuité 

de u dans D et est continue par rapport au point P et au rayon R, se réduisant 

aussi 4 u(P) lorsque l’hypersphére se réduit 4 son centre P. 
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La moyenne spatiale u,(u, P) est une fonction paire du rayon R, en méme 
temps que la moyenne périphérique jo(u, P), ce qu’on lit facilement sur (1. 3). 

En répétant un raisonnement, fait 4 une autre occasion par Koebe!), 
on obtient 


(1. 4) chr _ * |u(M) cos (n, 2,) dE, 
donc 
I. Les dérivées partielles du premier ordre de la moyenne spatiale py, (u, P) 
existent, en vertu de la seule continuité de u dans D (propriété connue). 
Supposons que la fonction « admette aussi des dérivées partielles du 
premier ordre, continues dans D. On déduit de (1. 4) 








(1. 5) i 7 (25m cos (n, z,) d= 
Pd 


02,02, ax, = 
*p 
donc 


II. La moyenne spatiale u,(u, P) admet des dérivées partielles continues 
du second ordre si u est continue dans D, ainsi que ses dérivées partielles du 
premier ordre, supposées existantes. 


P ’ — ) , , 
On obtient encore de (1. 4), si les dérivées ss existent et sont continues, 
' 
; Om, _ 1 ( dul) gy 
(1. 6) dial th Ne dV,, 


Vp 


donc 


Ill. La dérivée partielle de la moyenne spatiale de la fonction u est la moyenne 
spatiale de la dérivée correspondante de cette fonction, supposée existante. 


De méme, on déduit de (1.5) les identités suivantes, assez curieuses, 


ou Ou } ry 
(1. 7) es 60s (n, z,) —5> 00s (n, x)| dz, = 0, 
<p 
valables pour toute fonction continue u, admettant des dérivées partielles 
du premier ordre, continues dans D. 
En, posant, comme d’habitude, 
oe oe a 
A = ani jap | oat 
A étant ainsi le Japlacien, on déduit de (1. 5) 
Pp 
1 du(M) 
Ap, (u, P) = v, | [ ie cos (n, z,) az, 
1 


J 
“Pp 


1) Voir [X}. 


et I 
laq 
ses 


rest 


de 


d’o 








Sur les valeurs moyennes des fonctions. 291 


et, en évaluant |’intégrale du second membre comme nous !’avons fait ailleurs 
[VIII], on trouve la relation 


Pp Oo (u, P) 


& a =z _——a 
(1. 8) A pu; (u, P) R ak? 
0 , . 

donc Ap, et aE existent en méme temps, avec les hypothéses faites sur u. 

On déduit ensuite de (1. 3) 

Ou P 

(1. 9) aR so (Ho — P4) 
don ~ at existe; on a ensuite 

” Ou, PDP Oty P(p +1) i 
G. 29) oR RoR Re ‘o~?4) 


don al existe aussi. On déduit alors de (1.8), (1.9) et (1. 10) 





0? py, pt+ldn, 
0 R* R @R 





(1. 11) Ap, = 











et nous retrouvons ainsi |’équation aux dérivées partielles du second ordre & 
laquelle satisfait la moyenne spatiale de toute fonction u, continue, ainsi que 
ses dérivées partielles du premier ordre, dans D. 

Nous avions trouvé auparavant cette équation avec l’hypothése pilus 
restremte de existence des dérivées partielles des deux premiers ordres 


de w, dans D [V, VIII]. 


2. Moyennes d’ordre supérieur, — Nous avons défini®) les moyennes 
d’ordre supérieur u,(v, P) par la relation de réccurence 
k 


(1.12) wa; (u, P) = er | Re+tt-3 y (wu, P)dR, § = 1,2,-°-. 


0 


Ces moyennes existent dans D, en vertu de |’existence de wo(u, P). 


IV. Les moyennes dordre supérieur u,(u, P) sent des fonctions paires 
par rapport au rayon R, se rédwisant 4 u(P) lorsque l’hypersphére X,, se réduit 
a son centre P, car on voit facilement sur (1. 12) que deux moyennes d’ordres 
consécutifs u,, 4;., sont de la méme parité en R. 

Une identité connue nous permet d’écrire 

24 —2)(p+2i—4)-:. 2i—2k 
(13) ja (uP) = PE2— Dip 24-4) --- (p+ 25-28) 
2.4-6---(2k — 2) RP**'~ 
R 
| pe +2i-2k-1 (Re _ 72)* 1 a, ,(u,P)dr, ki, 


0 


2) Voir [VII] et [VIII]. J’ai aussi utilisé, dans mes premiers travaux [IV], une autre 
définition, due 4 M. M. Nicolesco [XII] et ot il n’est pas tenu explicitement compte 
de l’ordre de la moyenne considérée. 
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ot R est remplacé par r dans u,_,(u, P). On a, en particulier, 
(1.14) ym, (u, P) = 


= (eth t ‘(p+2i—2) 
2-4-6---(2i+4) RP+?*-* 





R 
\" y?*) (Re — 72)? yw, (u, P) dr, i >1, 
0 


On en déduit que toute moyenne y,(u, P) posséde des dérivées partielles 
des deux premiers ordres, continues dans D, par rapport aux z, et 4 R, tout 
comme (uv, P), si v est continue et admet des dérivées partielles du premier 
ordre, continues dans D. 

On a, en particulier, pour k = 2, 

P+ 2 Ou 
(1. 15) Aus(u, P) = —2- oR 
et on arrive, comme précédemment, a 


(1. 16) Ap, = Fhe + PS Ss. 


En répétant le calcul précédent, on arrive, de proche en proche, grice 
& (1. 12), aux relations générales 





_ pt+2k 29 uy 
(1. 17) Ap, = 245 —* 
: Pu, , P+2k—1 Om, ~ 
(1. 18) An, aR “ a aR : k> a 











valables si « est continue et admet des dérivées partielles du premier ordre, 
continues, dans D. 

L’équation (1. 18) est indépendante de la fonction w, elle est donc satisfaite 
par les moyennes d’ordre supérieur de toutes les fonctions continues, ayant 
des dérivées partielles du premier ordre, continues dans D. Elle est analogue 
a |’équation intégrale, satisfaite par les noyaux résolvants dans la théorie des 
équations intégrales de Fredholm qui, elle aussi, est indépendante de la fone- 
tion de départ. 

L’équation (1. 18) est valable aussi pour k = 0, c’est & dire, pour la 
moyenne périphérique de la fonction u, mais il faut supposer alors que cette 
fonction admet, en plus, des dérivées partielles du second ordre, continues 


dans D, [V], [ VII). 


V. Lorsque la fonction u est continue dans D, la moyenne ju,(u, P) posséde 
des dérivées continues dans D, par rapport a R, jusqu’d Vordre k > 1 

Cette propriété est démontrée pour k = 1 par (1.9). On déduit ensuite, 
de (1. 12), la relation plus générale 


A uy 2k—2 
(1. 19) Sat = PS oe — on) 





ou 


ce 


te, 
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ou encore, en posant 49 = R?2, 
D 

Po. 
D uy 2 


— Mk _ uf 
(i. 20) De ; (4,-1.1 — My). 


On en déduit 


OP 2 : 
(1.21) =o - (5 + k—-2)uyg—2(2 +k -1) pat (E k) us] 


et, en général, ce qu’on démontre facilement par induction complete, 


tf iy S 
(1. 22) = [(2 +k—nn—1)m,_, 
de” 0" - 
yt r ’ D 
( (z L n+" L)i, parton + 1)"C"| 4 tka 1) me], 
avec k et 
(1. 23) (An) = A(A+1)...(A+n-—1). 
Ces dérivées sont continues dans D, quel que soit 9, sauf peut-étre pour 
o = 0. Il s’ensuit que la limite 
A (u.k, P) , 1 ? 
(1. 24 lim : lim 1 (2 +k—n.n—1)m,_, 


0 o 00 


( 1)" 02 (= L_ kin 1) #2] 
nexiste pas toujours. 
La formule de Taylor nous donne encore le développement fini suivant 
h du, (u,P, R) 
OR ) > ,) > n Mk ’ . A 
(1.25) w,.(u, P, R +h) = p,(u. P, R) i) ioe 
h* ak uy (u, P, R + Gh) 


k! 0 R* 


valable pour les moyennes d’ordre supérieur de toute fonction wu, continues 
dans D et pour R + 0. 


3. Dérivées partielles des moyennes yu; (u, P). — Lorsque la fonction 
admet des dérivées partielles d’un ordre queleonque m, continues dans D, 
les moyennes yu,{u, P) en admettent aussi, jusqu’ a l’ordre m + 1. En. effet, 
on déduit de (1. 5) 





O* uy 1 a? u(M) . 

(1. 26) ! ~ | aV,; 

- 02,02 Ve 02,02 P 

Vs 

ensuite, d’aprés (1. 4) 

in Ou 1 { du (M) ~ 
(1. 27) 7m | SO cos (wn, a) dB, 

02,02; 0%, J p) 0% 02; P 


t- 
s 
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En général, on trouve 














all 1 m 
(1.28) =f => Fo) _sy., Ta,< =, 
dz d2y?...d2™» Vy G2 O23?...0a™» ” 
s 
Pp 
g@ti,, 1 6” u (M) 
1.29 : i = | co3(n, z,)dZ,, 
( Ozh ---a2Rit)... dae Vo) a2™...02...02" (s, s)62, 
¢ ’ ” 
=p 


si les dérivées de u, y figurant, existent. On a ainsi 


VI. La moyenne spatiale d’une dérivée partielle quelconque de la fonction u 
est la dérivée correspondante de la moyenne spatiale de cette fonction (générali- 
sation de III). 

On obtient des relationr analogues a (1. 28), (1. 29) pour les moyennes 
d’ordre supérieur 4, (u, P). 

La relation (1.29) conduit encore aux identités curieuses suivantes, 
généralisations de (1. 7), 





(1. 30) {{ : “ cos (, 2;) — 
Oat ...02Pi- ++ O25 
v om 
, - = —— 603 (n, x) |ax, = 0, 
p 


aa™ + OaFy—*... 00% 





quelle que soit l’hypersphére Z,, dans D, si la fonction « admet des dérivées 
partielles jusqu’é |’ordre m, continues dans D, Lm, = m. 

La relation (1. 28) et ses analogues pour k > 1 rendent évidente la pro- 
position suivante 


VII. Si la fonction u satisfait dans D a une équation aux dérivées partielles, 
linéaire, homogéne et a coefficients constants, toute moyenne p,(u, P) satisfait 
@ la méme équation, quelle que soit Vhypersphére X, intérieure a D. 


La réciproque de cette proposition est vraie si la fonction u admet des 
dérivées partielles continues dans D, correspondant & celles de yu,(u, P) car, 
si E (uw) = 0 est l’équation 4 laquelle satisfait u,(u, P), la relation (1. 28) 
conduit & 

{ Ew)adv, = 0, 
Vp 
égalité qui n’a pas lieu, quelle que soit |"hypersphére Z, dans D, que si E(u) = 0. 

En général, de l’existence des dérivées partielles de la moyenne py, (u, P) 
on ne peut pas conclure a celle des dérivées correspondantes de uv. Tout au 
plus, vu (1. 29), on peut penser & |’existence des dérivées de « jusqu’é un 
ordre moindre d’une unité que le plus grand des ordres des dérivées de ju, 
mais cela est 4 vérifier. 





7) 
ali- 


es 


Seg 


\ro- 
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I] serait donc trés important de préciser sur la dérivabilité de u 'orsque 
la moyenne spatiale 4, posséde une dérivée partielle quelconque. 
I} suffirait, par exemple, de décider si, dans (1.5), de l’existence du 





: | . Ou Ou 
premier membre on peut conclure 4a celle de Fz (Ou de —* 
Ou; D2, 
Supposons qu'il en soit ainsi et soit 
dy+dy+...+d 
‘ 7 7 . Pu 
(1. 31) E(m) = 2 Aya, i= 0 


Paxidaz"?, ..a xp 


une équation aux dérivées partielles d’ordre m, satisfaite par la moyenne 
spatiale 4, (wv, P), dans laquelle les A, ,, dy Sont des constantes. Si E(u) 
ne contient pas de terme en y,, les formules (1. 29) montren- que |’équation 
précédente est équivalente a 


ey dj +dog+...+d 1 
7 oh 2 Dp u + 
1. 32 | ZA “603 (n, z,)\dS, = 0, d,>1 
( ) b ( d,d>. dp PP - Oats 1 .. dnt ( id) Pp i > , 
" ‘ » , 


=p 





si les dérivées de u, qui y figurent, existent, quelle que soit 2, dans D. Cette 
relation caractérise toute fonction continue dont la moyenne spatiale satisfait 
4 une équation, telle que (1. 31), si les dérivées partielles de u, qui y figurent, 
existent, ou si cette existence est une conséquence de celle des dérivées de 
u,(u, P). En effet, considérons, d’abord, le cas pa*ticulier E(u,;) = 4, = 0; 


° a2 
| () — co3 (%, z,)) dz, = QO, 
“p 


on a 


O 2; 


ou encore 


(1. 33) 


ou - 
d= 0, 
on P 


we 


relation qui caractérise les fonctions harmoniques car, réciproquement, on 
déduit, d’aprés (1.29), 44, = 0 et (1.11), qui existe avec l’hypothése de 
ou 
celle des ——, donne 
Ce 
Ou 
Re*+1 3 const. 
OR 


} fy 


" c . . . ° 
Comme TR est une fonction impaire en R, une telle relation ne peut pas 
c 





° . ° — ° O fy 
avoir lieu, quelle que soit Ja parité de p, que si =e = 6, donc 
tf 


“4, = fonction de P. 
Mais mw, se réduit & w(P) pour R = 0; on a donc, partout dans D, 


ui, (u, P) = u(P) et nous retombons sur le théoréme cité de Koebe. 


2n * 
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D’habitude, on démontre cette proposition a |’aide de la formule bien 
connue de Green et en supposant, en plus, l’existence et la continuité des 
dérivées secondes de « dans D. 

Cela étant, il y a une infinité de fonctions, continues dans D, admettant 
comme laplacien une fonction continue donnée u: soit Jv = wu, la fonction » 
étant, par sa définition-méme, continue, ainsi que ses dérivées partielles 
jusqu’é l’ordre m + 1 dans D. On a alors, d’aprés VI, 


fi, (u, P) = py (Ar, P) 142, (v, P), 


i quation E [1 (4, P)) 0 devient 4F£ [43 (2, P)) 0, de sorte que (1. 32) 
devient 
id E (wv) = 
= 0 
dn dx, 
-p 
ce qui entraine 4 E(v) E( Av) E(u) 0 
Lorsque £(m,) contient aussi un terme en 4, on peut écrire, d’aprés (1. 2) 
et (1. 31), 


: pti tdgt+...+dp—ly 
(1.34) Aju(M)dV, \(2 N be noch BT 003 (M, %,) AZ, = 0. 
A ~_ bene p Og... Oa 1. 0a8P . 
Vp =p 
La formule de Green, appliquée & la premiére intégrale, avec Av tl, 


permet d’écrire la relation précédente 


' d E (v) 


= 
0, 
dn 


—p 
~p 


qui conduit encore 4 H(u) = 0. On a ainsi Ja proposition suivante, qui con- 


stitue une réciproque plus large de VII, 


VIII. Lorsque la moyenne spatiale ju;(u, P) dune fonction u qua est 
continue dans D, ainsi que ses dérivées partielles jusqu’ a un ordre déterminé 
m— 1] satisfait dans D a une équation aux dérivées partielles d’crdre m, 
linéaire, homogéne et a coefficients constants, E(u,) = 0, la fonction u satisfait 


a la méme équation. 


Les fonctions u, jouissant de Ja propriété précédente, se caractérisent 
par la relation (1. 34). 

La définition des fonctions u par la relation (1.34) est plus générale 
que celle obtenue par |’équation E(u) = 0 de deux points de vue: en premier 
lieu, cette définition exige un nombre plus réduit d’hypothéses, savoir, |’exi- 
stence des dérivées partielles de u jusqu’é |’ordre m — 1 seulement et, en 





secol 


E(u) 


moy 
en f 


(1.3 


qui 
mat 


perr 
telle 


me! 
par 


seul 


la 


les 
A's 
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second lieu, elle exprime une propriété globale de ces fonctions, tandis-que 
E(u) = 0 en exprime une purement ponctuelle. 

IT est facile, ensuite, de voir que la propriété VIII est vraie pour une 
moyenne d’ordre supérieur u,(u, P), grace & (1. 12), de laquelle on déduit, 
en posant 49 = R?, 


(1.35) a, (u, P) 


1 a =+k+i-1 
re wae G My 4 (Us; P)), 

P. P " 

(5 +4)(G+4+1)--- 

qui montre que, si Z(u,) = 0, on a aussi Z(u,) = 0, de sorte que notre affir- 

mation est complétement justifiée. 

4, Expression analytique de la moyenne yu; («, P). — L’équation (1. 18) 
permet de donner |’expression analytique de la moyenne ,(u, P), lorsqu’ une 
telle expression existe. 

Par exemple, si u est analytique, u,(u, P) lest aussi et, en posant 


u,(u, P) = u(P) + R@u,(P) + Reug(P) + --- + R°"u,(P)+--- 


on trouve, 4 l’aide de (1. 18), 


« 


\’ R?" A” u(P) 
) 





36 ? , ° 
(1.36) tn(u. P) » 2-4...2n (p+2k) (p+2k+2)...(p+2k+2n — 2) 


hel 

Si «() est m-harmonique, c'est a dire, solution de A” u 0. le développe- 
ment précédent s arréte de lui-méme au m*® terme. 

La formule (1. 36) a été obtenue antérieurement et par un calcul direct 
par M. N. Cioranesco [II]. 

Supposons que la fonction u(M), au lieu d’étre analytique, posséde 
seulement des dérivées partielles jusqu’ & un ordre 2 » — 1, continues dans D; 
la formule de Taylor donne alors 


u,(u, P) = u(P) + R2U,(P) + R4U.(P) + --- + R2"U,(P’, 


P’ étant un point voisin de P. Comme (1. 18) est valable, elle montre que 
les fonctions U;,(P) sont, a des facteurs constants prés, égales aux laplaciens 
A‘u(P) de la fonction u(P). La relation précédente devient alors 


n-1 2 


2iAi (P 
on > : 7 = it i. § Ser 
(1. 37) we(%, P) = »" aap 5 OH FEET 3) 


RB" A" u(P’) 
2-4...2n(p+2k)...(p+ 2k +2n — 2) 





> 
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Sous cette forme particuliére, elle a été obtenue, a |’aide des calculs 
directs, par P. Pizzeti pour k = 0, p = 2,3 et ensuite par M. M. Nicolesco 
pour k >0, p > 24). 

5. Une généralisation du laplacien. — La comparaison du développement 
(1. 37) avec celui de Maclaurin nous conduit a 

n n 
(1.38) A*u(P) = (4 + k, n) lim =fs = (4 + k—1) lim at 14 § 
o=0 00 e@=0 (2 


lorsque A"u(P) existe. Nous sommes ainsi conduits 4 définir, plus générale- 
ment, le laplacien d’ordre nm d’une fonction continue « dans D par la relation 


(1. 39) A"u(P) = (4 +k—1.n4 1) lim“ (u,b P) | 
@=0 x 


e 


Nous donnons aussi une autre expression pour ce laplacien généralisé 
A"u(P). A cette fin, nous écrivons 
(1.40) A*"(u.i+-n+1,P) (? +i+1n ~1),., 

—C1(5 bit 2.m—1) my g +o +(—IOr(S+itn+ i n—l)e 


i+n+1 


qui devient, grace a (1. 13), dans laquelle nous faisons 4 9 = R*, c’est a dire 


(1.41) ,.,(u. P) 





7 1 

¢ (o —t)*~'y,(u, P)dt 
Pek+é 1 

k—1)! 02 


(5 +44) je 


(1.42) A" (u,i+n+ 1, P) = 


= oat G"(o,t)t? 4,(u, P)dt, 
e* 


~ oles 


avec 


1 
(1.43) G"(0,t) = (Z+é,n)or—[ (2 +i,m+1)e""(e—) +--+ 


On aura ainsi 





(1.44) A" u(P) = (S++ n,n + 1) lim — 


g=0 pcm, 


') (XI), (XV). 


fercene te i -u,(us, P)dt, 





rela' 


(1. 4 


(1. 


qui 


cep 
déf 
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relation & laquelle nous ajoutons les suivantes 
@ 











i i 1,2...Be™t*t! 
(1. 45) | (oor ide 5 \ X35 OA TEs 
0 
j P tt+m—1 
(1. 46) far (0,148 dt 
0 
ip ., a ae 
/ (= +i,n) _ nt ttt¥ - (5+, 2n) pom 
5 +i +m,1) (4-+i+m,2) (f +i+m,n+1) 


pour m > n et 
(1. 47) FG (0,2eBrirm—rde =0, m<n, 
0 


qui peuvent servir dans les applications. 
On déduit encore de (1. 43), en y faisant 1 = 0, 
- Pp . —F-2n 1 Pu§ 
(1.48) A"u(P) = (= +n, m+ 1) lim 9 | 5 | @5(0,n28 u(M)dz, dt, 
2 a > 


0 =p 


qui fait intervenir directement Ja fonction u. 

On a ainsi une expression du laplacien & |’aide d’une intégrale de surface; 
cependant, cette définition, quoique globale, n’est pas plus générale que la 
définition ordinaire, comme nous le montrerons plus loin, au § 16. 


6. Une classe spéciale de fonctions continues, — Les propriétés des 
moyennes ,(u, P) mettent en évidence des classes étendues de suites de 
fonctions continues et dérivables, ayant pour limite une fonction continue 
mais non dérivable. 

En effet, considérons une fonction u(M), continue mais sans dérivée 
dans un certain domaine D de |’espace & p dimensions et soient u,(u, P, e) 
la moyenne d’ordre k de cette fonction par rapport a |’hypersphére 2, de 
centre P et de rayon R, 4 9 = R®, intérieure & D. Soit 9; une suite de valeurs 
de 9 > 0 et posons u,, = u,(u, P, 0,); la suite des fonctions y,, est continue 
et dérivable, d’aprés (1. 4) et (1. 14); elle tend, lorsque g tend vers zéro, vers 
la fonction u, dépourvue de dérivée. 


7. Application 4 la fonction de Weierstrass,.— Considérons Ja fonction de 


Weierstrass *) 


(1. 49) w(z,y) = Eb cosxa" (x + y), 
0 


4) En réalité, Weierstrass considére une fonction d’une seule variable. 
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dans faquelle b est un nombre compris entre 0 et 1, a un entier impair, plus 
grand que 1 et z, y des variables réelles. La série du second membre est 
absolument convergente & cause de 6 < 1, ayant pour somme une fonction 
contmue w(z, y) de x et de y, mais n’admet pas des dérivées partielles du 


premier ordre par rapport 4 z et 4 ysiab>1+3. 


C’est le remarquable 
résultat de Weierstrass. 

La fonction w(z, y) étant continue, elle est imtégrable sur un cercle de 
centre P(%, yo) et de rayon R. On aura, pour sa moyenne supérficielle 


Mo (w, P), 


an 22 
FR I y\’ n _— Nn { ~» n > . ar d 
50) so(w, P) a b” | cos[za" (2+ yo) +2a"r(cos p + sin g)]dq@ 
? 0 
22 
l y’ n n n : 
20S 3 o> 087 cos@+s D = 
ad b" cos 7a" (Xp + Yo) | cosza"r(cos pm +sin y)dg 
. 0 
, 22 
1 yy Ras n . n | } 
- b" sin 2a" (%q + Yo) | sinza"r(cos m +sin g) dq. 
oft a— 
0 0 
Les identité 
22 22 
Ls on o, (2m)! (28)! : ' - 
5 | cos”™ p sin”* ¢ dq 7 , —, | cos” psin' pdg = 0, 
on | 2 m--+s)!m'ie ! 
0 0 
si m’ ou s’ est impair, donnent 
22 « : 2a 
: $7 (— 1)* ra" r)?**! £ k+l] 
| sin 2a"r(cos pm + sing \dq és GEL! | (cos m + sin ¢) dy = (0, 
0 ° 0 
22 22 
1 7 
. ( ne" r) ‘ 
| cos 2a" r (cos@ + sing)d@ = — | (cos p + sin g)2* dg 
0 v 
<2 
Y(—1)* (xa" r) ee aia , 
) . 
= aq V—i arr ?tl yy aa _ Rad Nt (2a)! 
ar a (2k)! jet (2k - ! (28)! ki (k —s)!e! 


9 routinatre 
= 22 meer ; 
oF (1)? 


OT 





0 
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ou encore, eu égard a la fonction de Bessel, 


J y 2” 
(x,y) = “nly (y+1) 230 48 —])? 
22 2 ,2n 2 
(1. 51) cos 2a"r(cosy + sing)dgm = 2aJ(— ——, 1) 


0 
de sorte que, finalement, on arrive A 
o I ae a2" R2 
(1. 52) Uo (w, P) = S pes {— 5 , 1) cos 2a" (aq + Yo). 
eae -_ 
0 
La série du second membre est absolument convergente et sa somme 
uo(w, P) est une fonction continue de r, se réduisant & w(%», yo) pour R = 0. 
Cette fonction n’admet pas donc de dérivée par rapport & z et y, pour R = 0. 


€ 


La relation (1.3) donne, pour p = 2, 


. R 
9 , 7 | nm a2" 72 
i, (w, P) = _ ‘ b" cos 2a" (Lp + Yo) | J { — an 1) rdr, 
—— — 
o : 


0 
done 


2 ,2n pe 
a~" R 
=, 2) cosa" (ao + yo). 


1.53) p,(w,P)= > ws (—2 


Nous obtenons facilement cette expression générale 


2n p2 


y 2 
(1. 54) i = > b J (— = ae —,2+1)cos2a"(2o + Yo), 


0 


qu’on démontre par induction compléte, a |’aide de (1. 12). 


II. 


Fonetions définies 4 l'aide des moyennes successives. 


8. — Considérons la fonction u, continue dans D et soient u,(u, P) ses 


moyennes successives par rapport a l’hypersphére 2,, de centre P et de 
rayon R, intérieure 4 D. 


Supposons que la fonction u(P) s’exprime, en tout point de D, par une 
relation de la forme 


(2.1) u(P) = D,(0)u,(u, P) + De(0)ugu(P) + --- + D,,(0)um(u, P), 


m étant le plus petit entier positif, tel qu’une telle relation existe, ce qui veut 


dire que les m moyennes ,,(u, P) sont lméairement indépendantes, une 
relation de la forme 


(2.2) Di (0, P)u,(u, P) + ®o(o, P)uo(u, P) + --- + (0, P)un(u, P) = 0 


y étant exclue. 
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Nous avons posé 4 9 = R? dans (2. 1). Nous disons que les fonctions D,(9) 
sont paires en R. En effet, nous avons vu que les moyennes u,(u, P) sont des 
lonctions paires en R. Posons M, = M,, + D,2, ou les M,, sont paires et 
fes ®,. impaires; on a 

u(P) = 2 (i, + Pie)us = Zi — Dio) my, 
donc 
ZD,2 uw, = 9, 
relations impossibles avec l"hypothése de Ja non-existence de (2.2). On doit 
donc avoir D,, = 0. 

Ceci établi, les relations (1. 4) et (1. 14) montrent d’abord que la fonction u 
admet des dérivées. partielles continues de tous les ordres par rapport aux 
coordonnées du pot P. I] s’ensuit que les moyennes u,(u, P) possédent 
des dérivées continues de tous les ordres par rapport & 9 dans D. 

D’autre part, la relation (1.35) permet d’écrire (2.1) sous la forme 
(2. 3) u(P) = 

y" ®,(e) ttl Pe 
(Pp P P Beagle aah )) 
(F+4)(F+e+1)...(F+m—1) 0? 





équation différentielle linéaire, non homogéne, du (m — 1) ordre par rapport 
& la fonction y,,(u, P). En la dérivant une fois par rapport 4 9, on obtient 


une équation homogéne du m* ordre, dont l’intégrale générale aura ainsi 
la forme 


(2.4) pm(u, P) = OP (o)u,(P) + OF (e)ue(P) + --- + OR (0)4m(P), 


les u,(P), constantes par rapport & 9, étant des fonctions du point P, qui 
seront précisées plus loin. Les fonctions ®7(9) sont m intégrales distinctes 
de |’équation considérée, qui doivent étre finies pour 9 = 0. 

Nous disons d’abord que les fonctions «,(P) ont des dérivées continues 
de tous les ordres dans D. La relation (1. 12), qu’on peut écrire, avec 4 9 = R*, 


P y 
—+k—1 Bons 
2 — | , * wna (tt, P) do, 
F+e-1 
e 0 
nous permet de déduire de o (2. 4) 
Hm +i(u, P) = OP**(Q) uy (P)+ OP** (0) ug (P) + +--+ O2*(0) Um (P), 


avec 


(2. 5) He (u, P) = 


o} 


F+i-if F+s-2 ‘ 
=— |e 2 (2) de, j>m™. 


$+i-1 
e 0 


(2. 6) O)** (0) = 
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La relation (1.35) montre quon obtient pour «,(u, P) une expression 
analogue (2. 4), avec les mémes u,;(P) pour k < m, de sorte que toute moyenne 
u,(u, P) s’exprime par une relation de la forme (2. 4), avec les mémes fonc- 
tions u,(P), les (0) étant reliées par des relations telles que (2. 6). 

En considérant alors un systéme formé par m relations (2. 4), on en déduit 
pour les fonctions u,(P) des expressions analogues a (2. 1) et on en conclut 
pareillement a la dérivabilité indéfinie de ces fonctions. 


IX. La dérivabilité indéfinie des fonctions u,(P), figurant dans (2. 4), 


est ainsi une conséquence nécessaire de l’existence-méme de cette relation. 

On en déduit facilement — si (2. 1) n’était pas donnée — la dérivabilité 
indéfinie de la fonction u car, puisque u,(u, P)=u(P) pour o = 0, (2. 4) 
doit se réduire nécessairement pour 9 = 0 a 


(2.7) w(P) = OP(O)u,(P) + OY (O)ue(P) + --- + OM O)u,,(P). 


m 


9. — Nous avons dit, plus haut, que les fonctions ®* (9) sont finies pour 
o = 0. Cela résulte nécessairement de (2.7), mais nous pouvons affirmer 
davantage. 

En premier lieu, (2.1) montre que les ®,(o) doivent étre finies pour 
o = 0, tellement que |’on ait 


(2. 8) 1 = ©, (0) + (0) + --- + ®,, (0). 


En second lieu, il résulte que les fonctions ®,(9) sont indéfiniment déri- 
vables par rapport 4 9. En effet, nous avons déja démontré que la dérivabilité 
indéfinie des u,(u, P) et de « par rapport aux coordconnées du point P entraine 
celle des u,(u, P) par rapport 4 9. En prenant m — 1 dérivées quelconques des 
deux membres de (2. 1) par rapport aux coordonnées de P, on obtient, avec 
(2. 1), un systéme de m équations, duquel on tire, pour les fonctions ®, (9), 
des expressions indéfiniment dérivables par rapport 4 o. II s’ensuit alors 
que |’équation différentielle (2.3) admet des intégrales finies pour 9 = 0 
et on démontre facilement qu’elles sont aussi indéfiniment dérivables par 
rapport & o dans D. 

Cela étant, la relation (1. 18) est valable pour tout k et les opérateurs 





#, = sont permutables. Désignons par B*(v) l’opérateur différentiel 
e 


, af 2-t-£ ga , E+e-1 dy p dv 
2.9) Bo) = ele? F(t o)| = oF 5 + (F+2) Ze 
et soit Bk = Bt(B*_,) le n* itéré de B*(v); on trouve facilement 


. _ Fr n+1-5-k d® Pek-1 \7 
(2. 10) BE (v) = aol? sd zee v)|. 
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Nous avons donné déja |’expression de B* (v) pour k = 0 [VIII]. On a 
encore 

a” (a"v k = 0,1, 

2 11 B » Btt* am. A 9”) 

(2. 11) * (v) po (—) Sa 


= aoe 
d 0 d o” 


€ 


te bo 


10. — La relation (2.10) étant valable, on en déduit, a |’aide de (2. 9), 


(2. 12) A” u,(u, P) B* (uy), 


relation remarquable, que nous avons aussi déja donné pour k = 0. On a 
alors, de (2. 4) 


(2.13) A*u,(u, P) = BE (Di) u,(P) + BY (Dh)ue(P) + --- + BE(@*) u,,(P). 
Donnons a # les valeurs 0, 1, 2, ..., m et élimimons les fonctions u,(P) 
entre les relations ainsi obtenues; on a 
| ty o' Ys bl gp 
Au,  Bi(@t)  BE(@) . .  BE@) | 
(2. 14) | = 0, 
| A” mw, B* (>) B* (®5) led BY (D* ) | 
qui montre que ,(u, P) et ®F(e) satisfont aux équations 
(2. 15) E(u) A” pw, + A, 4" ey +--+ + Anus = O, 
(2. 16) B* (Pf) + A, BE (Oi) +--- +4, 0 =0 ( =1,2 m) 
On déduit aussi de (2. 4) 
(2.17) A" p,(u, P) = Di(0) Au, (P) + P2(0) A*ue(P) + --- + 
; D* (0) A"u,,(P) 
donc, par |’élimination des fonctions ®* (9), 
(2.18) E’ (uy) = A”, + AA” oe +s + A = 9, 
(2.19) #'(«,) Amu, (P) + 4, A" *u(P) +--+ + ALu,(P) = 0, 
t S| 
On déduit aussi de (2.1), par l’élimination des ®,(9), 
(2.20) BE’ (u,) = A", + 4! 4" nw, +--+ Alp, = 0, += 1,2,...,m, 
(2.21) B’(u) = 4° u +A 4" "we +--- +A u = 0. 


‘? 


Je dis qu’on a A; = 4) = 4 const. On a, en effet, 


O = E(u,) — BE" (uy) = SP [E(u,) — B” (u;)), 
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relation impossible, puisque les #*(o) sont linéairement indépendantes, donc 
E(u;) = E" (u,;). Tl s’ensuit 


On a alors 


O = E(u,) — B’(u) = 2 (4,— 4’) 4e-? f= 1,2,..., m; 
j=1 
qui exigent 
B, A"~? wy + Bo A”? we +--+ + BA" ip, = 90, 79 ae | 


relations encore impossibles, Ja derniére surtout, car les moyennes j,(u, P) 
sont supposées linéairement indépendantes m & m. On a done A4;=A, et 
comme, d’aprés (2. 16) les A, peuvent dépendre de o, tandis-que, d’aprés (2. 1), 
les A‘’ peuvent dépendre du point P, il s’ensuit qu’elles sont des constantes 
proprement dites. On démontre facilement ensuite que A, = A,, de sorte 
que les fonctions «,(P) satisfont & la méme équation que u(P). 

D’autre part, nous avons établi déja, [VIII], que lorsque la fonction u(P) 
satisfait 4 l’équation (2. 21), ses moyennes successives jouissent des propriétés 
exprimées par les relations (2. 1), (2. 4), (2. 14), etc. On a alors 

X. Lorsqu’ une fonction u, continue dans un domaine D, 8’ exprime en 
tout point de D linéairement a Vaide de m moyennes successives, linéatrement 
indépendantes m a m, prises sur une hypersphére de centre P et de rayon quel 
conque R, intérieure a D, par une relation de la forme 


(2.1) u(P) = ®,(R)u,(u, P) + O2(R)ye(u, P) + --- + ®,,(R)u,, (u, P), 


alors elle posséde des dérivées partielles de tous les ordres, continues dans D 
et satisfait a une équation aux dérivées partielles, de la forme 
(2. 21) A”™u +A, A™-'u+--- +A, = 0, 


ot les A, sont des constantes. Toute moyenne p,(u, P) s’exprime alors par une 
relation de la forme 


(2.4) y,(u, P) = Dk (o)u,(P) + O§(o)wo(P) + --- + D* (0) Un (P), 

dans laquelle les u,(P) dépendent de u(P), tandis-que les ©‘ (0) sont des fone- 
tions paires en R(4 9 = R?) et sont des intégrales finies pour 0 = 0 de V’équation 
différentielle 


(2. 16) BY (®) + A, BE_,(®) + --: +4, 8 = 0, 


m “m 
BY (®), BE = B*(B‘ _,) dat les opérateurs différentiels donnés par (2.9%) et 
(2.10). Les u,(P) et D*(o) résultent nécessairement indéfiniment dérivables 
dans D, les ®' (0) étant encore des fonctions entiéres. 


Avec le théoréme précédent, on a démontré en méme temps les deux 
autres suivants, 
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XI. Lorsqu’une moyenne d’ordre donné n,(u, P) dune fonction u, continue 
dans D, prise sur une hypersphére quelconque, intéricure a D, 8’ exprime linéaire- 
ment par une relation de la forme (2.4), ot les u,(P) sont m fonctions du centre P 
de Vhypersphére considérée, linéairement indépendantes, tandis-que les ®* sont 
des fonctions paires du rayon R(4 9 = R?), aussi linéairement indépendantes, 
alors la fonction u(P), ainsi que les u,(P), possédent des dérivées partielles de 
tous les ordres, continues dans D et satisjont a la méme équation aux dérivées 
partielles (2.21) o& les 2, sont des constantes. Les ®*(0) sont des fonctions 
entiéres en o, solutions distinctes de Véquation différentielle obtenue en dérivant 
(2.3) par rapport a o. 

XII. Lorsqu’ une moyenne @ordre quelconque y,(u, P), @une fonction u, 
continue dans D, prise sur toute hypersphére intérieure a D, est la solution con- 
tinue d'une équation différentielle linéaire et homogéene du m’ ordre en 0(4 0 = Re), 
alors la fonction u est indéfiniment dérivable dans D et satisfait d une équation 


aux dérivées partielle s de la forme (2.21) ow les A, sont des constantes. 


il. Il y a plusieurs faits principaux qui se dégagent de la démon- 
stration donnée aux théorémes précédents: 

a. En premier lieu, signalons l’hypothése trés large de la seule continuité 
de la fonction u, la dérivabilité indéfinie s’ensuivant comme une conséquence 
nécessaire de |’existence de la relation donnée. 

b. En second lieu, Ja nécessité impérieuse de la linéaire indépendance m 
& m des moyennes successives y,(u, P) ou des fonctions u,(P), autrement 
la fonction wu satisfait & une équation de la forme (2.21), mais d’un ordre 
moindre d’un nombre pair d’unités. 

c. Les moyennes y,(u, P) ne doivent pas nécessairement étre d’ordres 
consécutifs: la proposition X est valable pour m moyennes d’ordres quel- 
conques, non nuls. 

d. Soit D,(v) le symbole d’une dérivée partielle quelconque de la fonction v 
ou méme une expression linéaire, homogéne et a coefficients constants par 
rapport a de telles dérivées. On a, d’aprés (2. 6), 


D (ux) = Pi(o)D,(u;) + Pf (v)D, (us) + --- + DE (0) Dj (tm) 
et l’élimination des fonctions ®5(o) entre m +- 1 telles relations conduit & 
Ey (ux) = 2D, (uy) + A2Deo(uy) + --- + Am—1 Dinas (ux) = 9, 
E,(u;) = AyD, (u,) + Ae Do(u,) +--+ + Anai Doi (u,) = 0, 
t i a 


La relation (2.3) donne alors 


(2. 33) E; (u) = 4, D,(u) —T Ao Do (u) = oe? : oa iD, rm 1 (%) a (). 








Sur les valeurs moyennes de3 fonctions. 307 


I] parait donc que la relation (2. 3) est vérifiée par la solution u de toute 
équation de la forme précédente. Cela n’est qu’apparent, les relations (2. 11), 
(2. 12), (2. 15) devant aussi étre satisfaites, de sorte que « est aussi solution 
de (2. 21). 

12. — Les fonctions Pf (0) se déterminent aisément. I] suffit, pour cette 
fin, de savoir intégrer |’équation différentielle (2. 16). Nous avons fait déja 
cette opération dans Je cas particulier k = 0 [VIIIJ. 

Supposons, bien entendu, le cas d’une équation (2.21), avec les con- 
stantes A, données. Nous satisfaisons 4 ]’éguation (2.16) par la solution 
entiére de |’équation particuliére 


(2. 22) BY(D) = a. 


I] s’ensuit que ® est aussi solution de (2. 16) si « est racine de |’équation, 
que je nomme caractéristique, 


(2. 23) a + Aja®-1+--- +A, = 0. 
D’autre part, une solution particuliére de |’équation (2.22), qui n’est. 


qu'une forme de |’équation de Bessel, est donnée par la fonction de Bessel 


2.2) J(2+hee) = ae , 
(2.94) J(¢+hee) T 1-2...m(Z+k)(Z4+e41)...(Z+e4+n—-1) 





fonction entiére en 9. L’autre solution devient infinie pour 9 = 0. 
Si l’équation caractéristique (2.23) a toutes ses racines a, distinctes, 
l’équation différentielle (2. 16) admet les m intégrales particuliéres distinctes 


(2. 25) P(e) = J (E+ k,a,0), 


fonctions entiéres en 0. 
Si ’équation caractéristique (2. 23) a des racines multiples, & une racine «,, 
d’ordre de multiplicité s, correspondent les s intégrales particuliéres distinctes 


j , 
(2. 26) O}(0) = 55d (F +h ae), j=0,1,2,...8—1, 


de sorte que, dans tous les cas, |’équation différentielle (2. 16) admet m inté- 
grales particuliéres distinctes, fonctions entiéres en 9. En général, les D} (0) 
qui figurent dans (2.4), sont des combinaisons linéaires et homogénes, & 
coéfficients constants, de ces m intégrales particuliéres: nous pouvons cepen- 
dant prendre pour les ®*(9) ces m intégrales particuliéres elles-mémes, car 
cela revient &remplacer Jes u,(P), dans (2. 4), par des combinaisons linéaires, 
homogénes et 4 coefficients constants de ces fonctions. 
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Nous aurons aussi, pour une moyenne d’ordre supérieur u,(u, P), l’expres- 
sion (2. 4), dans laquelle les fonctions @* (0) auront les expressions (2. 25) 
ou (2. 26), suivant le cas. 

I] s’ensuit immédiatement 

XIII. Si la fonction u, continue dans D, s’exprime par une relation telle 
que (2..1) a Vaide de m moyennes d’ordre supérieur, toute telle moyenne est fone- 
tion entiére du carré du rayon de lV hypersphére, contenue dans D, sur laquelle 
sont prises les moyennes. 

Il en résulte encore, que toute moyenne y,(u, P) d’une fonction m-méta- 
harmonique c’est a dire, solution de (2.21), admet un développement uni- 
formément convergent, tel que (1. 36). 

Pour déterminer maintenant les fonctions u,(P), on n’a qu’a identifier 
le développement (1. 36) avec (2. 1), ot on a remplacé, dans le second membre, 
les fonctions ®*(o) par leurs expressions (2. 25) ou (2. 26), mais nous pouvons 
nous dispenser de ce calcul, en remarquant que, d’aprés (1. 29), tout laplacien 
A" u,(u, P) se réduit pour 9 = 0 a A"u(P). Comme, d’aprés (2. 22), on 


a B*(@*) a" Dla relation (2. 13) devient, pour o 0, vu que D* (0) l, 
(2. 13,) A*u(P) = afu,(P) + apue(P) 4---- + af u,,(P) 
et lélimination des fonctions u;(P) entre (2.4) et les m relations obtenues 
en y donnant a n les valeurs 0, 1, 2, ..., m 1, nous conduit, si les «, sont 
distinctes, a 
u, (u, P) op (0) es a « « * p* (eo) 
u (P) ] l — l 
Au(P) a ke a ae Ln 
(2. 27) \ ' . 0 
A™-'u(P) af" az”? i> = 
= | 
relation que nous avons déja donnée pour k = 0 [V], [VIII]. 
13. — Lorsque les racines a, ne sont pas toutes distiuctes, la relation 
(9 97 


(2. 27) n’est plus valable. Nous allons calculer alors directement la moyenne 
,(u, P) en fonction de P, o et des coefficients A,. 

La relation (2. 21) définit un laplacien quelconque A" comme le terme 
général d’une suite wu, Au,..., A"u, dont m+ 1 termes consécutifs sont 
hés par la relation (2.21). Nous avons 


A” u A, 4*-*e — 4, 4°-'s -+ —J4 


“m 


u; 

m+1 42 4 n~2 a 4 * 2—$ 
A**'u = (ar —A Ag) A” ~ 20 + (A, Ag — A,) A" Fu 

(AyAm—1 Ain) AU + AA, &, 


A™*2y = (— A342, Ag — Ag) A™~ 14 — [Ae (A? — Ae) — Ap Ag + Ag] 4-20 
( 





on 
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Considérons la suite de nombres 


Up, 1}, Ve, . 2+: 


=> =0,-3=0, te-e=1, m-1 Ai; 


on voit facilement que 


1" u Um , A” ly (Ao et Asm gt: Amo) A™ 2a 
(Asv,,-2 + AgWmeg tes Amo) A™ Se - 

A” +1y, v,, A™ ley - (Ao i+ AsVm et:::4 An) A™ 26 oe 
(AgUm—1 La es 

{™* 4 Um+1 "ly (Aot 3 Ast , ) A" 24 
(Ag¥p Agen 1) q@ eu 


Je dis qu’on a, en général, 
(2. 29) 1"u v,-, 4"~ +4 (Ast,-2 + Agv,_3 + °°*) A™~*u — 


(Agta_o +°°* +) AA" Fu 


7 “ , ae oo ee Pa . 
En effet, supposons cette relation vraie jusqu’ 4 l’ordre n. On en déduit 


i"*+" = v,_,[— A, 4"-'u — A, 4" -*u —--- —A,w] - 
(Actn_2 + Agt,-3 +°°:) 47-'e — 
4**2 ¢ (Ar, —-1 + Asta-2 +°°* + Amn—m) 47 - ee — 
(Ae,41 + Agtn—e + °°) A" - 7a — 
et le coefficient de A”~'un’est autre que v,, d’aprés (2. 28), de sorte que (2. 29) 
est générale, puisqu’elle est vraie aussi pour » = m, m+ 1, m 4+- 2. 


Comme la moyenne y,(u, P) est analytique en o, & cause des D* (9), 
on peut employer (1. 36), qui devient, en posant 
> yk v 4t ° 2n Qn ir (? j k 7 ) Ak n - P k 
(2. 30) ; (go) A * ae 2" a! "| -> +n) Ao (—+k), 


_ - n iv 
U0 


(2.31) mw, (u, P) Ain PS (0) — [Am—1'5(0) + Am V5 (o)] Au 
[am — «5 (0) + Aen PS (0) + +++ + dm Pts (Qh Plu — «+» — 
[Ae ¥* (9) + Ag PE (0) +--+ + Ay PE (0)) A™-2u + PE (9) A" hw. 


Les nombres »,, s’expriment d’ailleurs a |’ aide des racines a, de |’ équation 
caractéristique (2.23): si ces racines sont simples, on a 


’ n 


(2. 32) v A,ay + Agah + +++ + Ane, 


ou les constantes A, se déterminent a l’aide des données initiales 


t on Ai; Um —2 i Uo Vv, = thing Um -3 VU. 


Im —1 


Mathematische Annalen. 119. 21 
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Si Péquation caractéristique (2. 23) a une racine «,, multiple de l’ordre r, 
la partie de j’expression de v,, correspondant 4 cette racine, sera 


(Bo + Bin T Bon? + eee t+ B,_n"~")a®. 


L’expression de v, montre que les fonctions Y* (9) sont des combinaisons 
linéaires et homogénes des fonctions P(g). 


14. — Nous avons supposé que les moyennes successives u,(u, P) sont 
linéairement indépendantes m a m. Cette propriété caractérise les fonctions 
m-métaharmoniques, c’est & dire, les solutions de ]’équation (2.21). Nous 
démontrons, en effet, le théoréme suivant 


XIV. Lorsque m + 1 moyennes successives, d’ordres donnés, d'une fone- 
tion u, continue dans D, sont lies par une relation de la forme 


(2.33)  to(P, 0) me(u, P) + 4 (P, @)mesi(u, P) +--+ + 
~ t,(P, 0) Mes m(t, P) = 0, 

— ott les u,(P, @) sont des fonctions données du point P-et du rayon R(4 0 = R?), 
la relation éant valable pour toute hypersphére de centre P, intérieure d D — la 
fonction u(P) est alors indéfiniment dérivable dans D et satisfait, dans ce do- 
maine, @ l’équation (2. 21). 

Toutes les moyennes successives de u sont alors linéatrement indépendantes m 
a m. 

D’ abord, la relation (1. 20) montre que la moyenne yu, (u, P) admet des 
dérivées continues dans D jusqu’ a l’ordre ¢ par rapport 4 o. Ensuite, la 
relation (2.33) devient, & cause de (1. 35), 


» 


(2. 34) >— (Pe) 


aiid P sbei-1 
0 (p+ 2k+ 2%)...(p+2k+ 2m—2) 0° 





q™-i P m+k-1 


dom-i le He+m (U, P)| =s @ 


w 


équation differentielle linéaire et homogéne, d’ordre m par rapport & 0. La 
fonction “,,,(u, P) aura alors une expression de Ja forme 


(2.35) nsm(te, P) = Uy(P)Oi*™ (0) + Ug(P) D4" (0) + = + 

+ Un(P)®,"" (9), 
dans laquelle les ®**"(o9) sont des intégrales particuliéres distinctes de 
l’équation (2. 34), finies pour ¢ = 0, tandis-que les U,(P) sont des fonctions 
arbitraires du point P, linéairement indépendantes et continues dans D, 


comme il s’ensuit facilement. Nous sommes ainsi dans le cas de la relation (2. 4), 
donc... 





anita. nme a fe Ae i 


ns 


mnt 
ns 
us 


> > 


les 
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De la relation (2. 35) on déduit ensuite, a |’ aide des relations (1. 12) et (1.35) 
que toute moyenne y,(u, P) s’exprime par une égalité de la forme (2. 35), avec 
les mémes m fonctions U;(P). En éliminant ces fonctions entre m + 1 
relations (2. 35), on est conduit & une relation (2. 33) ot les u,(P, 9) dépendent 
seulement de 0, u,(P, 0) =u(o). Le résultat de cette élimination est bien 
une relation & m + 1 termes car, si elle en avait seulement m, on serait conduit 
& une relation linéaire et homogéne entre les fonctions U,(P), ce qui est im- 
possible, vu que ces fonctions sont linéairement indépendantes, parce que 
les OF*"(o) le sont aussi. 


15. Le eas des fonctions m-harmoniques. — Dans les propositions 
générales X —XIV, les constantes A; ne sont pas toutes identiquement nulles. 
Lorsque toutes les A; sont nulles, l’équation (2.21) se réduit a 


(2. 36) A”™u = 0, 
dont les solutions sont les fonctions dites m-harmoniques. L’équation (2. 16) 
se réduit & Bt (®) = 0, c’est 4 dire, d’aprés (2.10), a 
& ¢ ast 6 of Bsa 7 
(2. 37) 13 (2 i~g-+ <_( 3" ‘®)| = 0, 


0 do™ 
dont l’intégrale générale s’obtient facilement; il nous suffit d’en connaitre m 
intégrales particuliéres, réguliéres pour 9 = 0, qui y sont 


See ges 


_ 


et nous pouvons prendre ®*(9) = o'~', de sorte que (2.4) aura la forme 


(2.38) px(u, P) = uo(P) + ot (P) + ot2(P) + +--+ o™ "m1 (P). 
En fait, (1. 36) nous donne 


-1 
> R2" A" u(P) 
Me 2-4... 2n (p+ 2k (p+2k+2)..-(p+2k+2n—2)’ 


0 
formule donnée pour la premiére fois par M. F. Sbrana [XVI]. On trouve 
facilement ensuite 
(2. 40) A™ (u, k, P) = 0, 
avec la notation employée dans (1. 24) et (1. 40). 
A plus forte raison, on aura pour une fonction m-harmonique 


m 





(2. 39) Ue (u, P) = 


(2. 41) lim i Le = 


e=0 2? 


0. 


Nous disons que la propriété exprimée par (2. 41) ou par (2. 40), caractérise 
les fonctions m-harmoniques. La propriété exprimée par (2. 40) rentre dans 
XIV et est facile 4 établir directement. Quant a celle exprimée par (2. 41), 
les relations (1. 41)—(1. 46) permettent d’établir facilement que (2. 41) 


21* 
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entraine que s¢,(«, P) est un polynome du (m — 1) degré en 9, ce qui, d’aprés 
(1. 36), caractérise les fonctions m-harmoniques. On a obtenu ainsi la pro- 
position suivante 
XV. La condition nécéssaire et suffisante pour que la fonction u(P), con- 
tinue dans un domaine D de lVespace a dimensions, soit m-harmonique dans ce 
domaine, est que lon att 
lim 
e=0 eo 
dans D, quelle que soit Vhypersphére y contenue, sur laquelle on prend les 
moyennes. 


A™ (u, k, P) nd 
m 


On peut démontrer encore cette proposition, en généralisant convenable- 
ment l’artifice employé par M. W. Blaschke [I], [XII], pour établir une pro- 
position de méme nature concernant les fonctions harmoniques. 


16, Le laplacien 4” («, P). — Nous pouvons, maintenant, démontrer que 
le laplacien A"u(P), défini a l’aide de (1. 39), coincide avec le laplacien ordi- 
naire A"u(P). 


En effet, supposons que |’on ait 


A" u(P) = (= +k+1,n+- 1) lim 4 =e #. = v(P), 
2 . aant 0 


v(P) étant une fonction déterminée, non identiquement nulle, continue dans D. 
Il y a une infinité de fonctions V(P), dont le laplacien ordinaire d’ordre 
n, A" V(P), coincide avec v(P). On aura aussi A" V(P) = v(P), donc 

A" w(P) = 0, 


avec w(P) = V(P) — u(P), ce qui montre, d’aprés XV, que w(P) est 
m-harmonique dans D, donc 
A*u(P) = A*V(P) = v(P) = A*u(P). 

La coincidence du laplacien A"u(P) avec le laplacien ordinaire5) ne 
diminue en rien son importance intrinséque, vu qu'il exprime une définition 
globale, tandisque |’autre une purement ponctuelle. Ii est aussi plus maniable 
dans les questions concernant les valeurs moyennes des fonctions. 


III. 
Fonctions définies par des moyennes de méme ordre. 


17, — Considérons de nouveau la fonction u, continue dans D et désignons 
par u,(u, P, 0) la moyenne d’ordre k de cette fonction, prise sur l’hyper- 
sphére Z,, de centre P et de rayon R(4 9 = R?), intérieure a. D. 





5) Les Laplaciens définis par M. M. Nicolesco [XII], coincident aussi avec les 
Laplaciens ordinaires. 
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Soient 2% des hypersphéres de centre P et de rayons R,(4 0, = R?), 
intérieures & 7) et désignons encore par y,(u, P, o,) les moyennes d’ordre k 
correspondantes, avec 0; = 4,0. 

Supposons que les moyennes y,(u, P, o,) soient linéairement indépen- 
dantes m & m, c’est & dire, qu’entre m + 1 telles moyennes il existe une re- 
lation de la forme 


(3.1) y(e)melu, P, 0) + pi (o)me(%, P, 01) + --* + yi (o)ue(t, P, Om) = 0, 


quelles que soient les hypersphéres 2}, méme lorsque l’un des rayons R 
est nul. 


Nous allons démontrer que la fonction u est m-métaharmonique dans D. 

Les moyennes y,(u, P, 0) étant linéairement indépendantes m a m, 
il s’ensuit qu'une relation de la forme (3. 1) entre moins de m + 1 moyennes 
u,(u, P, e) est exclue. Cela entraine le fait que les fonctions y‘(o) sont 
patres en R, c’est a dire, o figure & des puissances entiéres dans ces fonctions. 
En effet, en supposant le contraire, posons y* = y', + yi,, avee y', paires 
et y;/. impaires en R; on aura 


~ 


5 ant k 
= Yi Halt, P, 0:) = 2 Viotx(4, P, 0;) : 0, 
qui donne, avec (3. 1), 

5” ont . 7 oil . 

Z viet, P, 0;) = 0, ZL yioue(u, P, 0,) = 0, 
donc deux relations de la forme (3. 1), ce qui est contrairement a l’hypothése. 
Il faut que l’une de ces relations soit identiquement vérifiée, ce qui exige 


*, = 0. Nous pouvons toujours prendre ia seconde condition, 


¥;, = 90 ou y; 
comme on le voit aisément, donc .... 

Cela établi, nous avons supposé que la relation (3.1) est valable pour 
toutes les hypersphéres 2), de méme centre P et intérieures 4 D, méme 


lorsque l’un des rayons R, est nul. Cela veut dire qu’une relation de la forme 
(3.2) «u(P) = WF(o)ux(u, P, o:) + --- + ¥E(e)ue(u, P, Om) 

figure parmi les formes possibles de (3. 1). Un raisonnement appuyé sur (1. 4), 
(1. 14) ,etce., montre alors que u(P), done aussi les u,(u, P, we), sont indéfini- 
ment dérivables par rapport aux coordonnées du point P. On déduit alors 
de (3. 1) 


(3.3) y§(o) Aiux(u, P, 0) +--+ yh (o) Ai axle, P, Om) = 0 
et |’élimination des fonctions y*(o) entre (3. 1) et (3. 3) conduit & un détermi- 
nant nul, duquel on déduit 


(3. 4) A” u,(u, P, 0:) v 4, A™~* uy (u, P, 0:) Wala: eeccoune Am x(t, P, 0;) = 0. 


On peut démontrer facilement que Jes 4, sont des constantes. Cela étant, 
il s’ensuit, d’aprés VIII, que la fonction «(P) satisfait & une équation qui 
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coincide avec (2.21). Réciproquement, on établit facilement que si la fonc- 
tion u(P) satisfait & l’équation (2. 21), on a une relation (3. 1), qu’ on obtient 
en éliminant u, 4u, ---, 4"~*w entre les relations (2. 27), écrites pour m + 1 
hypersphéres concentriques en P, de sorte qu’on a 

XVI. Lorsque les moyennes d’un ordre donné k d'une fonction u(P), con- 
tinue dans D, prises sur des hypersphéres quelconques, concentriques en P, sont 
linéairement indépendantes m a m, la fonction u(P) est alors m-métaharmonique 
dans D. La propriété caractérise cette classe de fonctions. 

La maniére dont nous avons obtenu |’équation aux laplaciens (3. 4) 
nous fait penser qu’on pouvait ainsi obtenir toute équation 4 m + 1 groupes 
de termes différentiels, telle que (2.3), du § 11,d; un simple raisonnement 
nous fait conclure qu’en tout cas, on a aussi (3. 4), donc « ou les ~, sont des 
solutions communes & (3. 4), (2. 21) et & celles qu’on peut obtenir de la maniére 
indiquée. 

18, — Les fonctions y*(o), qui figurent dans (3. 1), ne sont pas arbitraires; 
en effet en écrivant (2.27) sous la forme 


(3.5) p(w, P, 0) = Pk(o)u(P) + Pk (0) Au(P) + --- + DE (9) A"-* u(P), 


la relation (3.1) est équivalente a 


‘wx(u, P,e) Pile) Pv) ... Palo) | 

| walt, P, 03) Di(0:) P3(o) -.- Pi(o1) | 
(3. 6) ‘Gichslieaiiaadistahdadhd nasil, ise 

| ltt, P, Om) DPk(Om) Dk (Om) -.- PE (Om) | 
de laquelle on déduit facilement les expressions des y*(o), comme des fonc- 
tions entiéres en g, s annulant pour @ = 0, Oe, ---, Q¢-1) O45 ++ +s Om 


On pouvait, d’ailleurs, déduire directement qu’elles sont indéfiniment 
dérivables: la dérivabilité indéfinie de uw, par rapport aux z, entraine la 
dérivabilité indéfinie par rapport a 9; en prenant alors m dérivées quelconques 
de (3.1) par rapport aux z,, on obtient un systéme d’équations, duquel on 
tire pour les y*(g) des expressions indéfiniment dérivables. 

Posons 0; = a,, y(u, P, 0) = fx(e); (3. 1) devient 
(3.7) — yole)fele) + vile)fe(are) ++ --: + Pulo)fe(@me) = 0, 
équation fonctionnelle, & laquelle doivent satisfaire les moyennes yu,(u, P, o). 

Il y a deux problémes qu’on peut se poser sur |’équation fonctionelle 
précédente: 1°. Déterminer sa solution générale, lorsque les fonctions y!(o) 
sont données: 2°. Déterminer Ja forme des fonctions y*(o), de maniére que 


l’équation fonctionnelle (3.7) admette une solution, satisfaisant 4 certaines 
conditions données. 
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Cette distinction n’est nullement subjective: elle est imposée par la 
forme de |’équation fonctionnelle (3.7). Nous allons démontrer, en effet, 
que le deuxiéme probléme n’est pas toujours soluble si les fonctions y*(g) 
sont arbitraires. 

Proposons-nous, 4 cette fin, de déterminer une solution de |’équation 
fonctionnelle (3. 7), jouissant des propriétés qui Ja rapprochent de Ja moyenne 
d’une fonction. Nous avons vu que les moyennes j,(u, P, 9) se réduisent 
4 la fonction u(P) pour 9 = 0 et qu’elles sont indéfiniment dérivables, lorsque 
la relation (3. 1) est satisfaite, quels que soient les rayons o,, différents entre 
eux et de 0. 

Nous nous proposons alors d’examiner si |’équation fonctionnelle (3. 7) 
admet une solution indéfmiment dérivable, se réduisant ou non, ainsi que 
ses dérivées, & des valeurs données pour 9 = 0. 


Supposons, ce qui ne nuit pas beaucoup 4 la généralité, que les fonctions 
y'(o) soient aussi dérivables jusqu’ 4 l’ordre m; posons 


(3. 8) y! (0) a = ou o r% o” + ry (oe), 
(3. 9) fe (@) = & ¢; 0 + o** Fr (0), 


F,(e), ¥*(e) étant des fonctions finies pour 9 = 0. 


En introduisant dans (3.7), on obtient 
(3.10) eg 2 vile) +eg 2 a yi (o) + +--+ ene" & af yi (e) 


+ o**" 2 ys (0) F(a, 0) = 0. 


On en déduit, en premier lieu, 


oS ee a ee ae ee ee ee 
Co 2C1+ C1 ZG; Cio - + 2 ee bee Ge a eae = @, 
(3. 11) Co Seg + Cy LO, 6, + eg Larag...-- =9, 
Co J Cin + Cy LAjCi nit +.°** +O 2 af Gy = O. 


On voit directement sur (3. 1) que 2c; = 0. Les autres relations (3. 11) 
donnent les coefficients ¢,, ce, ..-, C,, calculés en fonction des ¢,;. Mais 
comme la fonction /,(0) doit satisfaire 4 (3.7), quelles que soient les a,, il 
s’ensuit que les c, sont indépendants des a, et que ce sont les c,,; qui doivent 
en dépendre. Done, ]’équation fonctionnelle (3.7) n’admet pas de solution 
dérivable, quelles que soient les a,, lorsque les y;(9) sont données et que, 
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& tout systéme de valeurs pour les a, i] correspond un systéme de fonctions y* (g) 
ou, si l’on veut, une équation (3. 7). 


19, — Nous avons vu que, si une relation (3. 1) existe pour tout systéme 
de moyennes d’ordre k, prises sur m + 1 hypersphéres concentriques intérieures 
& D, on a aussi une relation (3. 2) dans les mémes conditions. Cette relation 
caractérise aussi Jes fonctions m-métaharmoniques, comme nous le pouvons 
démontrer directement. 

En effet, nous avons vu que la fonction «(P), définie par (3.2), est 
indéfintment dérivable donc, aussi les moyennes u,(u, P, o,). On en déduit alors 


3.12) Aiu(P) = VE(o) Ai ug(ts, P, a) + --- +P (0) Aiur (us P, On) 
7 =1,2...m 
et )’élimination des fonctions Y'(o) entre ces m relations et (3. 2) conduit a 
u(P) My(u,P,0;)  ... Hy (4, P, Om) | 
| Aw (P) Ap,(u,P,o0,) ... Au, (u, P, om) 
(3, 13) pete eee eee er eee eee ee asl ig 
| A” u(t) A™ w,(u,P.0;) ... 4” uy (u, P, om) 





de laquelle on déduit facilement la proposition annoncée et qu’on peut énoncer 
comme il suit 


XVII. Lorsqu’ une fonction u(P), continue dans D, apparatt comme une 
combinaison linéaire et homogéne entre m moyennes de méme ordre k, prises 
sur des hypersphéres de centre P et de rayons quelconques, mais intérieures a D, 
alors cette fonction est m-métaharmonique au plus et réciproquement. 


Cette proposition est encore vraie lorsque les rayons og, sont donnés. 


I] serait intéressant de démontrer aussi la proposition XVI dans cette hypo- 
thése. 


20. Les fonctions m-harmoniques, — I] y a un cas particulier remarquable 
pour les relations (3. 1) et (3. 2): c’est celui ou les fonctions y;(g) se réduisent 
& des constantes, voire & leurs premiers termes ¢, (3. 8). Les relations (3. 11) 
se réduisent alors a 


m 


Cc, & ae = 0, 9 = 0,1,2,...,%. 
i=0 


Comme les ¢; ne sont pas toutes nulles, il faut que quelquesunes des sommes 
2 a’cio le soient; le nombre des celles-ci ne peut pas étre cependant plus 
grand que m — 1 car 


|la,af...a?-*| + 0. 
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Il s’ensuit qu’on ne peut pas avoir plus de m coefficients c; non nuls. 
Le mtmée raisonnement, appliqué 4 la fonction F,(0) de (3. 9), nous conduit, 
comp e tenu du dernier résultat, 4 F,(¢) = 0, de sorte que nous avons obtenu 
le résultat suivant 


XVIII. Tout polynome entier en 0, a m termes, est solution d'une équation 
fonctionnelle de la forme 


(3. 14) Ao{(e) + Aif(q @) +++: Anf(@ne) = 9, 
quelles que sovent les constantes a; et réciproquement. 


En revenant aux moyennes y,(u, P, o), un tel polynome ne peut pas 
représenter la moyenne d’une fonction, quel que soit le centre P des hyper- 
sphéres Z), que lorsqu’il n’a pas des lacunes et se réduit 4 une valeur non 
nulle en général pour @ = 0, donc, lorsqu’il est un polynome, complet en 
général, du (m — 1)* degré en 0. Or cette propriété caractérise les fonctions 
m-harmoniques ®), donc .. .. 

Cette propriété a été donnée pour la relation (3.2), avec l’hypothése 
particuliére précédente, par M. M. Picone[XIV]. Une réciproque, dans le 
cas d’un systéme particulier de valeurs pour les a,, donné comme exemple 
par M. M. Picone, a été donnée par M. M. Nicolesco [XIII]. Dans ces deux 
propositions il n’est pas parlé de la linéaire indépendance des moyennes 
w,(u, P, o,) et les deux auteurs cités employent des méthodes différentes 
entre elles et de la nétre. Nous avons aussi retrouvé ces résultats, avec 
d’autres [IX], parmi lesquels, le suivant est assez intéressant: 

Ecrivons la relation (3.2) pour les fonctions m-harmoniques 


(3. 15) u(P) = & A; by (u, r. 0); Oo = a; 0, 
i=1 
et dérivons-la par rapport 4 9, avec - = a5 ; ona 
(3. 16) Z Aca, 5 ty (u, P, 0) = 0 
t=] . t 


ou, d’aprés (1. 17), 


(3. 17) z A,a, A wy +1 (u, P, a) = A 5 A; 4; My+1(u, P, 0,)] = 9; 
1 i= 


i= 
il y a donc une combinaison linéaire et homogéne entre m moyennes d’ordre 
k +1, prises sur des hypersphéres concentriques, qui sont harmoniques 
dans D. Cette propriété caractérise les fonctions m-harmoniques au plus car, 
de (3. 16), qui est équivalente 4 (3. 17), on arrive & une relation de Ja forme 


C= = A; i, (u, F, 0), 


6) F. Sbrana [XVIJ. 
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C étant une constante par rapport & o, donc fonction de u et du point P. 
Comme p, se réduit & u(P) pour 9 = 0, on trouve C = u(P) 2 A,, de sorte 
qu’on retombe sur (3. 15). 

On peut encore raisonner autrement: la relation (3.17) donne 


U (P) - = A, Gj Mest (u, P, 0), 


U (P) étant harmonique dans D. On en déduit que u(P) posséde des dérivées 
partielles de tous les ordres dans D et alors, d’aprés VI, (3. 17) s’écrit 


2 Aja; py, 1 (Au, P, 0;) = 0 


qui montre, d’aprés XVI, que 4u(P) est m — l-harmonique dans D, donc 
u(P) est m-harmonique. On a ainsi 

XIX. La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction u(P), 
continue dans D, soit m-harmonique au plus dans ce domaine, est qu’il existe 
une combinaison linéaire et homogéene a coefficients constants entre m moyennes 
d’ordre k prises sur des hypersphéres de méme centre P et de rayons quelconques 
ou donnés, intérieurs 4 D, qui soit égale a la fonction u(P). 


21. Une définition intégrale des fonctions m-harmoniques et 2-méta- 
harmoniques, — Les relations (3.1) et (3.2) permettent de donner deux 
propriétés intégrales caractéristiques des fonctions m-métaharmoniques et 
de leurs cas particuliers, les fonctions m-harmoniques. 

Considérons d’abord la relation (3. 1) et le cas des moyennes périphériques, 
c'est & dire, k = 0. On a, d’aprés (1. 1), 

2222 2 
(3.18) S, uo (u, P, 0) =9r-1/ f. , .{u(z, + 0 cos 6;,... 
00 ) Zz, + ecos6,) D(4)d6,...d6,. 
6, étant l’angle fait avec l’axe Oz, et o”~'D(0) le déterminant fonctionnel 
des z; + 0 cos 6. 
La relation (3.1) devient, avec (3. 18) et a; = cos 0,, 


na 


2a22n 22 
(3. 19) f = Ps y; (0) u (2, + o;0,-.. 

so Ly+ 0%) D(0)d6,d6,...d0, = 9, 
les y!(o) ayant les expressions données par (3. 6). 

Cette relation caractérise les fonctions m-métaharmoniques, comme 
étant équivalente & (3. 1) ou & (3. 6) pour. = 0, mais elle est remarquable 
parce qu’ elle donne une définition globale des fonctions m-métaharmoniques 
dans un domaine donné. 

En prenant maintenant k + 0, la relation (1.41) pour i = 0 et (3. 19) 
donnent une relation qui comprend cette derniére comme un cas particulier 
et qui caractérise aussi ces fonctions. 
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La relation (3. 2) devient aussi, 4 l’aide de (3. 18), 


22 22 


(3.20) «(P) = _— | _ | Pa y. (0) u (2, + 0;0,... 

0) 2 3 2» + 0; &,) D(0)d0;...d0,, 
qui est une équation intégrale, du type de Fredholm, 4 laquelle satisfait. 
une fonction mmétaharmonique et qui caractérise aussi ces fonctions. 

Les relations (3. 19) et (3. 20) sont en étroite liaison avec la formule de 
résolution du probleme suivant 

Etant données m hypersphéres concentrique Z), de rayons o,, déterminer 
une fonction m-métaharmonique, continue a l'intérieur des*X* et prenant sur 


ces hypersphéres les valeurs prises respectivement par des fonctions continues 
données, f;. 


Ce probléme a été posé et résolu par M. M. Picone pour les fonctions 
m-harmoniques [XIV]. 

Nous ne nous occuperons ici de la résolution du probléme général; nous 
croyons cependant pouvoir observer que, s'il admet une solution, elle en est 
unique, d’aprés (3. 19) ou une autre relation, analogue 4 celle-ci. 


22. — Une relation (3. 2) s’obtient, lorsque la fonction u(P) est m-méta- 
harmonique, en eliminant Au(P), 42u(P), ..., 4"~' u(P) entre m relations 
déduites de (3.5) en y remplacant successivement p par 0), 02,..-; Om Il 
est alors évident que Je méme procédé conduit & une relation de la forme 


(3.21) Au’ (P) = Ajo) me(u, P, e1) +--+ + AL (o)Mr(u, P, Om). 


On établit alors, tout comme aux § 18, 19, la proposition suivante, qui 
constitue une extension de XVII 


XX. Lorsque le laplacien d’ordre r < m d'une fonction u(P), continue 
ainsi que ses dérivées parttelles jusqu’ 4 Vordre 2 r dans D, apparatt comme une 
combinaison linéaire et homogéne entre m moyennes d’ordre k, prises sur des 
hypersphéres de centre P et de rayons quelconques ou donnés, alors cette fonc- 
tion est m-métaharmomque au plus dans D et réciproquement. 
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